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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Ecuaciones diferenciales son igualdades que envuelven derivadas de funciones

desconocidas. Por ejemplo:

y 42y =3
y" + 5y’ + 6y = cos(x)
d?i di 1
Ld_t; + Rd_i + Ez = Ew cos(wt)

(2% + y*)dr — 2zydy = 0
0?V.  9*V
4 =0
ox?  0y?

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Cuando una ecuacién envuelve una o mas derivadas con respecto a una variable par-
ticular, esa variable es llamada variable independiente. Una variable es llamada

dependiente si en la ecuacién hay alguna derivada de esa variable.

En las ecuaciones (1.1) y (1.2) la variable dependiente es y y hay una tnica
variable independiente que es z. En la ecuacién (1.3) la variable dependiente es i y
t es la variable independiente. L, R,C, F, y w son constantes llamadas pardmetros.
La ecuacién (1.5) tiene una variable dependiente V' y dos variables independientes

Teuy.
Como la ecuacién (1.4) puede ser escrita

d
x2+y2—2xy—y =0
dx

dx
(2% +y*)— -

20y = 0
dy 'I‘y Y

podemos considerar cualquiera de las variables como dependiente, pasando a ser la

otra independiente.
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En las ecuaciones (1.1)-(1.4), tenemos solo una variable independiente y por lo
tanto todas las derivadas que aparecen son ordinarias. Tales ecuaciones reciben el
nombre de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando la variable dependiente
depende de més de una variable independiente, como en la ecuacién (1.5), la ecuacién
se llama ecuacién diferencial parcial.

Los primeros capitulos de este libro estaran dedicados al estudio de ecuaciones
diferenciales ordinarias, abordandose el tema de las ecuaciones diferenciales parciales
en la ultima parte.

Se define el orden de una ecuacion diferencial como la derivada de mayor orden
que aparece en la ecuacién. Por ejemplo,

d*y dy .

= + 2b(d1;) +y=0 (1.6)
es una ecuaciéon de orden dos. A estas ecuaciones también se las conoce como
ecuaciones de sequndo orden. También son de orden dos las ecuaciones (1.2),(1.3) y
(1.5), en tanto que las ecuaciones (1.1) y (1.4) son de primer orden.

1.2 Generalidades sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias

En general, la ecuacion
F(z,y.y, - y™) =0 (1.7)

es llamada ecuacién diferencial ordinaria de enésimo orden. Bajo restricciones con-
venientes sobre la funcién F', la ecuacién (1.7) puede resolverse explicitamente para
y™ en término de las otras n + 1 variables z, v, ¢/, - -- ,y™ 1), obteniéndose

y(n) = f(xv Y, yI7 e 7y(n71)) . (18)

Para los propésitos de este libro asumiremos que esto es siempre posible. Sin em-
bargo, hay que tener en cuenta que una ecuacién de la forma (1.7) puede representar
mas de una ecuacién de la forma (1.8).

Por ejemplo, la ecuacion

v(y)? + 4y —62° =0
representa dos ecuaciones diferentes,

_ -2+ 4 + 623 o o = —2 — /4 + 623
T T

Y

Una funcién ¢ definida sobre un intervalo 7, es llamada una solucién de la
ecuacién diferencial (1.8) si para todo z € I, ¢ es derivable hasta el enésimo orden
y se tiene

" (x) = f(z, $(z), ¢'(z), -, ¢" (z)).
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Por ejemplo, verifiquemos que

y = 62;v
es una solucién de la ecuacion
Py dy
— 4+ = —6y=0. 1.9
2T 0y (1.9)

Sustituyendo nuestro candidato a solucién en el miembro izquierdo de la ecuacién
(1.9) obtenemos
d’y dy
—= 4+ == — 6y = 4e** +2e* — 6> =0,
dz? dz Y
lo que completa la verificacién.
Un concepto importante es el de linealidad o no-linealidad de una ecuacién dife-

rencial. La ecuacién
F(xvyvyla"' 7y(n)) =0

es llamada lineal si la funcién F es una funcién lineal de las variables y, 4/, - - -, y(™).
Asi, por ejemplo, una ecuacién lineal de orden n puede ser escrita de la forma

dr 1 d
bo(2) 2 + bl(x)w_?{ Foet bn_l(x)ﬁ Fba(x)y = R(z).  (1.10)

Con este concepto la ecuacién (1.6) anterior es no-lineal, y la ecuacién (1.9) es
lineal. La ecuacién
22y + xy + (2% — n?)y = 42°
es también lineal. La forma en que la variable independiente entra en la ecuacion
no tiene nada que ver con la propiedad de linealidad.

1.3 Motivacion

Las ecuaciones diferenciales aparecen frecuentemente en modelos matematicos que
tratan de describir situaciones de la vida real. Muchas leyes naturales y hipétesis
pueden ser traducidas via el lenguaje mateméatico en ecuaciones que envuelven
derivadas. Por ejemplo, derivadas aparecen en fisica como velocidades y acelera-
ciones, en geometria como pendientes, en biologia como razén de crecimiento de
poblaciones, en sicologia como razoén de aprendizaje, en quimica como rapidez de
reaccion, en economia como razon de cambio del costo de vida, y en finanzas como
razén de crecimiento de inversiones.

En diversos modelos matemaéticos, para obtener una ecuacién diferencial que
describa un problema real, se asume que la situacién es gobernada por leyes muy
simples. Una vez que el modelo es construido en la forma de una ecuacién diferencial,
la siguiente etapa es resolver la ecuacion diferencial y utilizar la solucién para hacer
predicciones relativas al comportamiento del problema real. En el caso que estas
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predicciones no concuerden razonablemente con la realidad, se debe reconsiderar los
supuestos iniciales para obtener un modelo méas cercano con la realidad. En muchos
casos la modelacion de un fenémeno conduce a ecuaciones diferenciales que no se
resuelven con la teoria conocida y constituyen motivacién para muchos desarrollos
matematicos. En la préactica y, a fin de atacar el problema propuesto, se hacen
algunas simplificaciones y modificaciones al modelo para resolverlo de manera exacta
o aproximada con la teoria conocida.

Si la funcién y = y(z) representa una cantidad desconocida que queremos es-
tudiar, del cdlculo sabemos que la primera derivada y' = % representa la razon
de cambio de y por unidad que cambia z. Si por ejemplo se conoce esta razén de
cambio (digamos por experiencia o por alguna ley fisica) y se sabe que es igual a una
funcién f(z,y), entonces la cantidad y satisface la ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden 3’ = f(x,y). De idéntica manera pueden plantearse ecuaciones de or-
den superior. A continuacién daremos algunos ejemplos especificos donde aparecen
ecuaciones de primer y segundo orden. Algunos de ellos serdn analizados con mas
detalle en capitulos posteriores.

Biologia. Se ha observado que para un gran tipo de colonias de bacterias estas
tienden a crecer en una razoén proporcional al nimero de bacterias presentes. Para
tales colonias, sea N = N(t) el nimero de bacterias presentes en cualquier instante
t. Entonces, si k es la constante de proporcionalidad, la funcion N = N(t) satisface
la ecuacién ordinaria de primer orden

N = kN (1.11)

Esta ecuacién es llamada ley de Malthus para el crecimiento de poblaciones. T.
R. Malthus observé, en 1798, que la poblaciéon de Europa parecia duplicarse en
intervalos regulares de tiempo, y asi concluy6 que la razén en que la poblacién crece
es proporcional a la poblacién presente. Notemos que la funcién N(t) toma solo
valores enteros y luego no es continua y menos diferenciable. Sin embargo, si el
niumero de bacterias es muy grande, podemos asumir que puede ser aproximada por
una funcién diferenciable N(t), ya que los cambios en el tamafnio de la poblacién
ocurren sobre pequenos intervalos de tiempo. Mas adelante estableceremos que
su solucién es N(t) = N(0)e*, donde N(0) es el nimero de bacterias presentes
inicialmente, es decir, cuando ¢ = 0. La solucién N(¢) puede ser representada
graficamente como en la Figura 1.
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Habria que enfatizar que la ecuacién (1.11) es un modelo matemético que des-
cribe una colonia de bacterias que crece de acuerdo a una ley muy simple, quizas
demasiado simple, obteniéndose de esta manera una ecuacion diferencial muy simple.
Claramente, un modelo mas realista se obtiene tomando en cuenta algunos otros
factores como crecimiento exponencial, limitaciones de alimento, etc. Por supuesto,
la ecuacién diferencial que se obtiene en estos casos es mucho mas compleja.

Farmacologia. Se sabe en farmacologia que la penicilina y otras drogas adminis-
tradas a pacientes desaparecen de sus cuerpos de acuerdo a la siguiente regla: Si
y(t) es la cantidad de droga en un cuerpo humano en el instante ¢, entonces la razén
de cambio y(t) de la droga es proporcional a la cantidad presente. Esto es, y(t)
satisface la ecuacion diferencial

ij=—ky (1.12)

donde k£ > 0 es la constante de proporcionalidad. El signo negativo en (1.12) es de-

bido al hecho que y(t) decrece cuando ¢ crece, y luego la derivada de y(t) con respecto

a t es negativa. Para cada droga, la constante £ es conocida experimentalmente.
La solucién de la ecuacién (1.12) es

y(t) = yoe ™, (1.13)

donde yy = y(0) es la cantidad inicial de droga (dosis inicial).

Y

Yo
W

Figura 2

Como se ve de la ecuacién (1.13) (ver también Figura 2), la cantidad de droga en
el cuerpo del paciente tiende a cero cuando t — co. Sin embargo, en muchos casos
es necesario mantener (aproximadamente) una concentracién constante (y por lo
tanto aproximadamente una cantidad constante) de droga en el cuerpo del paciente
por largo tiempo. Para lograr esto es necesario dar al paciente una dosis inicial yy y
luego a intervalos iguales de tiempo, digamos 7 horas, dar al paciente una dosis D
de la droga. La ecuacién (1.13) indica la cantidad de droga en el cuerpo del paciente
en cada tiempo t; luego, es simple determinar la cantidad de dosis D. En efecto, al
instante 7, y antes de administrar la dosis D, la cantidad de droga presente en el
cuerpo es

y(t) = yoe *T.
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Si queremos mantener la cantidad inicial yy en los tiempos 7,27, 37, - - -, la dosis D,
que debemos suministrar al paciente cada 7 horas, debe satisfacer la ecuacién

yge’]” +D =1yj.

Luego
D =yl —e™).

Mecanica. El principio de determinacién de Newton establece que el movimiento
de una particula o de un sistema de ellas depende de las posiciones y velocidades
del sistema. Aplicando esto a la aceleracion  de una particula, se tiene la ecuacion

i = F(t,z, %), (1.14)

que se reconoce como la Segunda Ley de la Mecanica Newtoniana. En ella, F'
es la suma de fuerzas aplicadas y en general depende del tiempo ¢, de la posicién x
y de la velocidad z.

Por ejemplo, si suponemos que un cuerpo de masa m cae bajo la sola influencia
de la gravitaciéon, tenemos, considerando un sistema de referencia unidireccional
orientado al centro de la tierra

F = m-g, g¢:aceleracién de gravedad = constante , (1.15)

donde mg: magnitud tnica debida a la gravedad, llamada peso del cuerpo.
Si y(t) es la posicién en que se encuentra el cuerpo en el instante ¢ medida desde

una cierta posicién fija, su velocidad v = % es la razon de cambio de posicién, y su
.y, 2 , . .

aceleraciéon a = % = ZT%’ es la razén de cambio de velocidad, ambas con respecto

al tiempo.

Luego la ecuacién (1.15) se convierte en

d*y d’y
m:— = m- fr— —_— = .
dt? g az Y
Si alteramos la situacion admitiendo que el aire ejerce una fuerza de resistencia
proporcional a la velocidad, tenemos

dy
F=m-wag—-—Fk -2
g dt
y la ecuacion diferencial asociada es
d’y L%
m-— =m-g — k-—.
at? g dt

Trayectorias Ortogonales. Considere una familia a un pardmetro de curvas dada
por la ecuaciéon
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F(z,y)=c. (1.16)

Diferenciando obtenemos
Fydz + Fydy = 0.

donde F, y F), son las derivadas parciales de F' con respecto a x e y, respectivamente.
Asi,
d F.
AN (1.17)
dx F,
nos dé la pendiente de cada curva de la familia (1.16). Queremos encontrar otra
familia de curvas tal que cada miembro de la nueva familia intercepte a cada miembro
de la familia (1.16) en dngulo recto; es decir, queremos encontrar las trayectorias
ortogonales de la familia (1.16). Debemos tener en cada punto, entonces,que el
producto de la pendiente de la curva que pasa por ese punto de la familia (1.16) y
la pendiente de la correspondiente trayectoria ortogonal debe ser igual a —1. Asfi,
teniendo en cuenta (1.17), la solucién general de la ecuacién diferencial
d F,
Yoty (1.18)
de F,

nos da las trayectorias ortogonales de la familia (1.16).

Figura 3

Hay muchas interpretaciones fisicas y usos de trayectorias ortogonales:

1. En campos electrostaticos las lineas de fuerza son ortogonales a las lineas
de potencial constante. Asi, partiendo de las lineas de potencial se pueden
encontrar las lineas de fuerza tal como indican (1.16), (1.17) y (1.18).

2. En flujos de fluidos bi-dimensionales las lineas de movimiento del flujo son
ortogonales a las lineas equipontenciales del flujo (ver Figura 3).

3. En meteorologia las trayectorias ortogonales de las isobaras (curvas conectando
los puntos que reportan igual presién barométrica) indican la direccién del
viento desde areas de alta a baja presion.
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Estas son algunas aplicaciones de ecuaciones diferenciales. Otras serdn desarro-
lladas en detalle a lo largo del texto.



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden

2.1 Preliminares

Dado un subconjunto A C R? y una funcién f : A — R, consideramos el problema
de encontrar un intervalo I C R y una funcién diferenciable ¢ : I — R, tal que para
todo t € I,

(a) (&, 0(t) € A,y
(b) ¢'(t) = f(t, 6(t)).

Este problema es llamado: ecuacion diferencial ordinaria de orden 1, y es
denotado por

y'=f(ty). (2.1)

Si tal funcién ¢ existe y verifica (a) y (b) en I, entonces ¢ es llamada una
solucién de (2.1) en I.

2.2 Ejemplos preliminares

Consideremos primero el caso en que f es independiente de y, es decir, consideremos
la ecuacién

y' = f(t), (2.2)

donde f estd definida en algin intervalo /. El problema es encontrar una funcion
diferenciable ¢ en I, tal que ¢'(t) = f(t). Este problema ya fue estudiado en célculo,
y sabemos que si f es continua sobre I, la funcién 1 definida por

o) = /t:f(s)ds,
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donde g es algin punto fijo de I, es una solucién de (2.2). Ademds si ¢ es cualquier
solucién de (2.2), entonces para todo t € T

¢'(t) —'(t) = f(t) — f(t) =0
lo que implica que existe una constante c tal que
o(t) =(t) +c, Vtel. (2.3)

Observe que cualquier funcién de la forma (2.3) es solucién. Asi todas las soluciones
de (2.2) son conocidas en el caso en que f es continua sobre I, y todo se reduce a
un problema de integracion.

Consideremos ahora la ecuacion

y =ky, (2.4)

que sirve de modelo para el crecimiento de poblaciones (ver (1.11)) si & > 0 o de
desintegracién radiactiva (ver (1.12)) si k < 0. Primero que nada tenemos la solucién
obvia ¢(t) = 0 para todo ¢t € R. Podemos también verificar ficilmente que dada
una constante ¢ arbitraria, funciones de la forma

o(t) = ceM (2.5)

son soluciones, que estan definidas para todo ¢ € R y nunca se anulan si ¢ # 0. Por
otra parte si ¢(t) es una solucién cualquiera de (2.4), que es positiva en un intervalo
I, tenemos para todo t €

P
h(t)
lo que implica, via integracion, que para ty fijo en
t o
P'(s)
k(t —ty) = ds, 2.6
( 0) o w(s) ( )
y haciendo la sustitucién u = 1(s), obtenemos
¥(t) 1 ¢
B(t — o) :/ Ly = (20
wite) U Y(to)
Finalmente, exponenciando se obtiene para todo t € [
() = P(te)e™ ) (2.7)

que es de la forma (2.5) y estd en realidad definida para todo t € R.
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Si partimos ahora con una solucién 1 que es negativa en el intervalo I, en (2.6)
debemos hacer la sustitucién u = —(s) obteniéndose

B fw(t)l " I Y(t)
k(t_tO)_/—w(to) —du =1 (w(to))’

y se llega nuevamente a la funcién (2.7).

Estableceremos en la seccion subsiguiente, que para condiciones bien generales
sobre la funcién f(t,y) (que son verificadas por f(t,y) = ky), si dos soluciones ¢ y

Y de

y = f(t,y)

definidas sobre el mismo intervalo abierto .J, coinciden en un punto ty € .J, entonces
o(t) = 9(t) para todo t € J.

Usando esto podemos entonces concluir, que todas las soluciones de (2.4) son de
la forma (2.5).

2.3 Campos de direcciones e isoclinas

El problema planteado por la ecuacién ¢y’ = f(t,y) tiene una interpretaciéon geomé-
trica simple. Para facilitar, supongamos f esta definida para todos los valores de t e
y. Entonces para cada punto (¢, y) en el plano tenemos el niimero real f(t,y). ; Qué
significa este nimero 7 Nuestros ejemplos sugieren que es la razén de cambio de y
con respecto de ¢ en ese punto. Para interpretar esto geométricamente pensemos
en una linea recta, o un segmento de linea recta, de pendiente f(t,y) por el punto
(t,y). La longitud de tal segmento no importa; solo su pendiente interesa. Asi a
todo punto del plano es asignado un segmento de linea recta o, lo que es lo mismo,
una pendiente. Observe que no hay segmentos paralelos al eje y, tales segmentos
tienen pendiente infinita y corresponderia a puntos en donde f no estd definida.
La correspondencia de lineas rectas (o pendientes) a puntos del plano (¢,y) serd
llamado un campo de direcciones. La Figura 4 muestra una parte del campo
de direcciones de la ecuacién dy/dt = ky con k = 2. El cardcter auténomo de la
ecuacién (f es independiente de t) se refleja en el hecho que puntos sobre una linea
paralela al eje ¢ se les asigna la misma pendiente: la pendiente en el punto (¢,y) es
2y, y por lo tanto es independiente de .
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La Figura 5 muestra el campo de direcciones de la ecuacion
dy
=ty (2.8)

En ambos ejemplos, la funcién f estd definida en todo el plano (¢,y). Ejemplos
de ecuaciones diferenciales definidas solamente en una parte del plano son dy/dt =
1y, que estd definida solo para ty > 0, es decir, en el primer y cuarto cuadrante
incluyendo sus fronteras, y la ecuacién % = ﬁ que esta solamente definida

para t2 4+ y? < 1, es decir, en el interior del circulo de centro en el origen y radio 1.

Las curvas f(t,y) = constante son llamadas isoclinas de la ecuacion diferencial
y' = f(t,y). A menudo es mas ficil dibujar el campo de direcciones si previamente se
dibujan algunas isoclinas. Observe que las isoclinas de una ecuaciéon auténoma son
rectas paralelas al eje ¢. Las isoclinas de la ecuacién (2.8) son las rectas t — 2y = c.

Supongamos ahora que podemos encontrar una curva en el plano (,y) que es
tangente en cada uno de sus puntos a la recta asignada a ese punto por la ecuacién
diferencial y' = f(t,y). Tales curvas tienen, por definicién, una tangente en cada
uno de sus puntos. Como estas tangentes nunca son paralelas al eje y, la curva es
el grifico y = ¢(t) de una funcién ¢ definida sobre algiin intervalo del eje ¢ y tiene
derivada en cada punto de este intervalo. La pendiente de la recta tangente a la
curva en cada punto (t,¢(t)) es, por definicién, la pendiente f(t,#(t)) asignado a
ese punto. Por otra parte, esta pendiente es igual a ¢'(t), el valor de la derivada de
dent. Asi ¢'(t) = f(t,p(t)) para todo ¢ en el intervalo de definicién de ¢. Luego ¢
es una solucién de la ecuacion diferencial.

Inversamente, si tenemos una funcién ¢ que es una solucién de y' = f(t,y), es
obvio que su grafico y = ¢(t) es tangente en cada uno de sus puntos a la recta
asignada a ese punto por la ecuacién diferencial.

Llamaremos curva solucién al grafico de una solucién. Las Figuras 6 y 7
muestran algunas curvas solucién de las ecuaciones (1.11) con k = 2 y de (2.8),
respectivamente.
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Y Y

Figura 6 Figura 7

2.4 Existencia y unicidad de soluciones

Consideremos la ecuacion diferencial

@:3?;2/3.

dt
Es facil comprobar que las funciones u(t) = 0 y v(t) = t* son soluciones, que ambas
estan definidas para todo t € R, y que u(0) = v(0) = 0. Es decir ambas curvas
solucién pasan por el punto (0,0) y por supuesto u # v.
Por otra parte si consideramos la ecuacién

% =v-ly—t],

que estd definida solo sobre la recta y = t, podemos comprobar facilmente que
no tiene soluciones. En efecto, nuestra funcién f(¢,y) = 0 para todo (¢,y) en su
dominio de definicién. Si existiera solucion u, esta tendria que estar definida sobre
algin intervalo abierto a < ¢ < b y para cada t en ese intervalo deberiamos tener:
(t,u(t)) pertenece al dominio de definicién de f, lo que implica u(t) = ¢; y ademéds
u'(t) = f(t,u(t)) = 0, lo cual no es posible.

Estos ejemplos nos muestran que es posible que una ecuacién diferencial no
tenga soluciones, y que también es posible que dos curvas soluciones diferentes de la
misma ecuacién diferencial de primer orden se intercepten entre si. Queremos excluir
tales casos. Queremos estar seguros que una curva solucién pasa por cada punto
de la regién donde la ecuacion diferencial estd definida, y también deseamos estar
seguros que solamente una curva solucién pasa por cada punto. La primera de estas
demandas parece mas razonable que la segunda. Hay muchas razones puramente
matematicas para esta ultima, pero las mas simple es mas cientifica que matemaética.
Cuando decimos que un sistema fisico es gobernado por una ecuaciéon de primer
orden dy/dt = f(t,y), queremos decir que si en el instante £, el sistema estd en el
estado 1y, sus estados futuros estdn completamente determinados por la ecuacion
diferencial - esto es, guiados por el campo de direcciones. De esta forma una ecuacion
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diferencial puede gobernar un sistema fisico solamente si a un punto dado (g, yo), le
corresponde exactamente una solucién u que satisface u(to) = yo. Cuando este es el
caso, decimos que la ecuacion tiene la propiedad de la unicidad. Afortunadamente,
es posible garantizar que una ecuacion tiene la propiedad de la unicidad si la funcion
f tiene ciertas propiedades que pueden ser verificadas directamente.

Para establecer este resultado necesitamos una definiciéon. Decimos que un sub-
conjunto D del plano es abierto si todo punto de D es el centro de un rectangulo
abierto que esta contenido en D. Mas precisamente, D es abierto si para todo punto
(to,yo) en D, existen niimeros positivos a y b tales que cualquier punto (¢,y) satisfa-
ciendo | t—ty |< ay | y—1yo |< b también pertenece a D. El plano mismo es abierto;
otros ejemplos son (1) el conjunto de los puntos (¢,y) satisfaciendo #* + 3> < 1; (2)
el conjunto de los puntos (¢,y) satisfaciendo y < 0; (3) el plano menos una linea.
Ejemplos de conjuntos que no son abiertos son (1) una linea; (2) el conjunto y > 0;
(3) el conjunto 0 <t < 1,0 <y < 1.

Ahora ya estamos en condiciones de establecer el teorema fundamental de e-
xistencia y unicidad para ecuaciones de primer orden. Su demostracion, y la de-
mostracion de los Teoremas 2.4.2 y 2.4.3, que son consecuencia de éste, necesitan
un mayor manejo de conceptos matemaéaticos y serdn omitidas en esta presentacion.

Teorema 2.4.1 Sea D un conjunto abierto del plano (t,y) y f : D — R una
funcion continua. Suponga ademds que f tiene derivada parcial con respecto a y
en todo punto de D y que Of /0y es continua sobre D. Sea (ty,yo) un punto de D.
Entonces la ecuacion diferencial dy/dt = f(t,y) tiene una solucion u definida en
un intervalo alrededor de ty que verifica u(ty) = yo. Mds ain, si v es una solucion
definida en el mismo intervalo que u, y v(ty) = yo, entonces v = u.

El punto (to, yo) es frecuentemente llamado una condicién inicial, y el problema
de encontrar una solucién w tal que u(ty) = yp es llamado un problema de valores
iniciales. El Teorema (2.4.1) podriamos interpretarlo diciendo que bajo ciertas cir-
cunstancias un problema de valores iniciales tiene una tnica solucién. Si pensamos
un poco nos daremos cuenta que esta no es una descripcién muy correcta del teo-
rema, y mas aun nos dariamos cuenta que no hemos sido muy precisos al introducir
el concepto de unicidad. Como lo hemos planteado ninguna ecuaciéon de primer
orden tiene la propiedad de la unicidad. En efecto, si tenemos una solucién cuyo
grafico pasa por un punto dado, siempre podemos encontrar otra solucién diferente
cuyo grafico pasa por el mismo punto: basta tomar como intervalo de definicion de la
segunda solucién un intervalo un poco mas pequeno que el intervalo de definicion de
la solucion original, y definir la segunda solucién de la misma forma que la primera.

Sea u una solucién de dy/dt = f(t,y) definida sobre un intervalo /. Sea v una
solucién definida sobre un intervalo I’ que contiene al intervalo I pero no coincide
con él. Si v(t) = u(t) para todo ¢ en I, diremos que v es una continuacién de u.
El gréfico de u es entonces simplemente una parte del grafico de v. Si u no tiene
continuacion, diremos que v es una soluciéon maxima. Asumiendo que f satisface
el Teorema (2.4.1), una solucién definida sobre un intervalo de la forma [a,b] no
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puede ser maxima. En efecto, si ponemos t; = by y; = u(t;) y aplicamos el teorema
al punto (t1,y1), obtenemos una solucién v definida sobre un intervalo [ag, b;], con
a; < t; < by, tal que v(t;) = y;. Como u(ty) = v(ty), la parte correspondiente a la
unicidad del Teorema (2.4.1) implica que u(t) = v(t) para ay < t < b, donde ay; =
max{a, a; }. Definimos, entonces, una funciéon w sobre el intervalo [a, b;] poniendo,
w(t) = u(t) para a < t < by w(t) = v(t) para b < t < b;. Entonces v es
una continuacién de u a la derecha. Aplicando el mismo procedimiento al punto
(a,u(a)) podemos mostrar que u tiene también continuacién a la izquierda. De esta
forma si el intervalo de definiciéon de una solucién contiene el extremo derecho o
el izquierdo, la solucién no es maxima. El intervalo de definiciéon de una solucion
maxima es siempre un intervalo abierto.

El siguiente teorema, que es una simple extensién del Teorema (2.4.1), también
recibe el nombre de teorema fundamental de existencia y unicidad.

Teorema 2.4.2 Suponga que f y Of /0y estin definidas y son continuas sobre un
conjunto abierto D del plano (t,y). Sea (to,yo) un punto de D. Entonces la ecuacion
dy/dt = f(t,y) tiene una solucion mdzxima u tal que u(ty) = yo. Siv es cualquier
otra solucion que verifica v(ty) = yo, entonces u es una continuacion de v.

Suponga que u es una solucién maxima. ; Podemos asegurar que ella esté
definida para todo t?7 Un primer requisito para tener esto es que f esté definida
para todo t. Pero atn si D es todo el plano, algunas o todas las soluciones maxima
pueden estar definidas sobre intervalos con extremos finitos. Por ejemplo consi-
deremos la ecuacién dy/dt = y*. Entonces f(t,y) = y* y 0f/0y = 2y, y ambas
funciones son continuas en todas partes. A pesar de esto, la solucién u(t) = —1/t,
definida para t < 0 es maxima. Cualquier continuacion tendria que estar definida y
ser continua en ¢ = 0 y coincidir con u para t < 0, lo que es claramente imposible.
Este ejemplo muestra que el intervalo de definicién de una solucién méaxima u puede
tener un punto extremo finito si u(t) — oo o u(t) — —oo cuando ¢ se aproxima a
ese punto. El siguiente teorema nos dice que esta es la tinica posibilidad.

Teorema 2.4.3 Suponga que f y 0f /0y estan definidas y son continuas en todo el
plano. Sea u solucion mdazima de dy/dt = f(t,y). Si el intervalo de definicion de u
tiene un punto extremos finito «, entonces | u(t) | = oo cuando t — «.

2.5 Solucién general y problema de valores ini-
ciales

Cuando nos enfrentamos a una ecuacién diferencial nuestro primer impulso podria
ser tratar de encontrar todas sus soluciones. También idealmente nos gustaria es-
cribir estas soluciones en término de funciones bien conocidas. Esto puede hacerse
para muchas ecuaciones importantes. Por ejemplo en la subseccién (2.1) se deter-
miné que toda solucién de

y' = f(t), (f continua), (2.9)
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es de la forma .
o) = [ s(sys+e. (2.10)
to

donde ¢, es algin punto del intervalo donde f estad definida, y ¢ es una constante.
También mostramos que todas las soluciones de

y' = ky (2.11)

son de la forma
(t) = ce', (2.12)

donde ¢ es una constante.

Diremos que una familia de funciones, que generalmente depende de un cierto
nimero de constantes, es la solucién general de una ecuacién diferencial, si toda
solucién de dicha ecuacién pertenece a la familia. De esta forma (2.10) y (2.12) son,
respectivamente, las soluciones generales de (2.9) y (2.11).

Pero algunas veces, queremos encontrar soluciones particulares que cumplan cier-
tas caracteristicas especiales. De ellas conviene destacar a las que son solucién del
problema de valores iniciales

y, = f(tv y) ) y(tO) =Y%o, (213)

Observe que si f(t,y) verifica las condiciones del Teorema 2.4.1, entonces el
problema de valores iniciales 2.13 tiene una tnica solucién maxima. En general nos
referimos a esta solucién, como la solucién particular de la ecuacién y' = f(¢,y)
que verifica la condicién y(ty) = yo 0 como la curva solucién que pasa por el punto

(t07 yo)-

Ejemplo 2.5.1 Encuentre la solucién particular de la ecuacion ¢y’ = 2y que verifica
y(1) = 2.

La solucion general de nuestra ecuacion es
y(t) = ce*, t € R.
Para encontrar nuestra solucién particular resolvemos la ecuacién
2 =y(l) = ce® = ¢ =27
Luego la solucion buscada es
y(t) = 2e %e*, t R,

o bien
y(t) = 22Dt eR.
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2.6 Ecuaciones de variables separables

Para ecuaciones de la forma p
= = g(Oh(y) (2.14)

es posible, en ciertos casos, encontrar formulas para las soluciones. La técnica
que se usa es conocida como separacion de variables, y una ecuacion de la forma
(2.14) es llamada una ecuacién de variables separables. Observamos que los sistemas
auténomos son ejemplos de estas ecuaciones.

Daremos una simplificada descripcién de esta técnica, que nos permitira desa-
rrollar rigurosamente algunos ejemplos.

Supongamos que la ecuacién diferencial (2.14) estd definida en un conjunto A =
I x J, donde I y J son intervalos abiertos de la recta real, y que las funciones
g: I —-Ryh:J— R son continuas.

Primero observamos que si para yy € J tenemos h(yy) = 0, entonces la funcién
constante y(t) = yo, ¢t € I es solucién de nuestra ecuacién diferencial.

Sea ahora Jy un intervalo abierto contenido en J, tal que h(y) # 0 para todo
y € Jo y que sea maximal con esta propiedad (es decir, si existe intervalo J; que
contiene a Jy tal que h(y) # 0 para todo y € Jp, entonces J; = Jy). Para (t,y) €
I x Jy, podemos escribir la ecuacion de la forma

dy
h(y)

y asi las variables son separadas dejando solamente y's a la izquierda y t's a la
derecha. Tomamos ahora integrales indefinidas a ambos lados, obteniendo

[ = [atwa+c.

donde ¢ es una constante arbitraria. No es necesario poner una constante arbitraria
al lado izquierdo, ya que esta constante puede ser combinada con la del lado derecho.
Esta tltima ecuacion puede ser escrita

= g(t)dt,

H(y) = G(t) +c,

donde H y G son las integrales indefinidas de 1/h y g, respectivamente. Ahora
resolvemos esta ecuaciéon para y. Para cada ¢ (posiblemente restringido a cierto
rango), la funcién resultante nos dard una o més soluciones de la ecuacién diferencial
(2.14).

Ejemplo 2.6.1
— = 2y”. (2.15)
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La ecuacién estd definida en A = R x R = R? y h(y) = y? se anula solo para y = 0.
Luego ya tenemos la solucién constante y(t) =0, ¢t € R.
Para y # 0 separamos variables

dy
y2

— 2tdt,

y tomamos integral indefinida a ambos lados:

1 =t +ec.
Yy
Resolviendo para y obtenemos
y = t2_+10. (2.16)
Verifiquemos que para cada ¢, la funcién ¢(t) = t;jc satisface (2.15). Diferenciando
obtenemos ¢'(t) = (tﬁr—tc)% y como también 2t(¢(t))* = (ﬁitc)g, tenemos ¢'(t) =

2t(¢p(t))? y la ecuacion es satisfecha.

Ahora separamos estas funciones en soluciones, es decir, funciones definidas sobre
intervalos. Para toda c¢ positiva, la férmula (2.16) nos da una funcién definida para
todo t. Todas estas soluciones son negativas; sus graficos son las curvas mostradas
en la Figura 41. Para ¢ = 0, obtenemos dos curvas, definidas respectivamente para
t <0 yt>0; ambas son negativas. Para cada valor negativo de ¢ obtenemos tres
curvas. Una de estas es positiva y estd definida para —y/—c < t < y/—c; las otras
dos son negativas y estan definidas para t < —/—c y t > \/—c, respectivamente.
Note que todas las soluciones obtenidas son maximales.

Figura 8

., Como podemos asegurarnos que no hay otras soluciones maximales 7 Esto
se responde usando el teorema de existencia y unicidad (Teorema (2.4.1)). Como
f(t,y), que es igual a 2ty?, y Of (t,y)/dy, que es igual a 4ty, son continuas en todo el
plano, una y solo una curva solucién pasa a través de cualquier punto dado (o, yp). Si
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nos damos cuenta que hay un punto que no estd en ninguna de las curvas solucién
que hemos encontrado, entonces claramente nuestra familia de curvas solucion es
incompleta. Por otra parte, si por cada punto (to, yo) podemos encontrar en nuestra
familia una solucién u que verifica u(ty) = yo, entonces nuestra familia es completa.
La primera afirmacién es consecuencia de la parte de la existencia del teorema: por
todo punto (tg, yo), existe una solucién u tal que u(tg) = yo. La segunda afirmacén es
consecuencia de la parte de la unicidad: no puede haber mas de una curva solucién a
través de cualquier punto; si nuestras soluciones cubren todo el plano, no hay otras.

El asunto se reduce a: dado un punto (o, 4o), § hay un nimero c tal que yp = t?jﬁ
? Resolviendo esta ecuacién obtenemos ¢ = —t2 — 1/yo, si yo # 0. § Que pasa si
yo = 0 7 En este caso, la solucién es la funcién constante y(t) = 0, t € R. Luego,

la familia .
{ y(t) = m=.ceR
y(t) = 0
con t en el intervalo que corresponde segin c, es la soluciéon general de nuestra
ecuacion.

Ejemplo 2.6.2
dy _

— . 2.17
o =Y (2.17)

Esta ecuacién tiene la solucién constante y = 0. Para y # 0, la ecuacién se escribe

d
Yt
)
Si y > 0 integrando obtenemos
In(y) =t+c.

Para despejar y, tomamos exponencial a ambos lados:
y = et = efel = ke,

donde £ es una constante positiva arbitraria.

Si y < 0 la ecuacion se puede escribir de la forma,
~dy
-y

dt ,
e integrando se obtiene
In(—y)=t+c =— —y= ette = efet = ket

y luego
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donde £ es una constante positiva arbitraria. Asi
y = +ke’,
dependiendo de si y > 0 0o y < 0. Esta formula es equivalente a
y = ce', (2.18)

donde ¢ es una constante no nula arbitraria.

Diferenciando (2.18) se obtiene dy/dt = ce' = y, luego (2.17) se verifica. También
notamos que ¢ = 0 produce la solucién constante, por lo que (2.18) es solucién
para todos los valores de ¢. Todas estas soluciones estan definidas para todo t.
Finalmente, observamos que vy = ce® tiene la solucién ¢ = yge ™, por lo que las
curvas (2.18) cubren todo el plano. Como (2.17) tiene la propiedad de la unicidad,
hemos encontrado todas las soluciones. Algunas curvas solucién son mostradas en
la Figura 42.

<

é
§

AN

Figura 9
Ejemplo 2.6.3

dy 5
— = . 2.1
7 cos (y) ( 9)

Las soluciones de cos?(y) = 0 nos dan una cantidad infinita de soluciones constantes
de la ecuacién diferencial. Estas son y = (n + 1)m, donde n es un nimero entero
arbitrario. Si cos®(y) # 0, podemos escribir

dy

— — =dt.
cos?(y)

Como 1/ cos?(y) = sec?(y) y [ sec*(y)dy = tan(y), tenemos, después de integrar

tan(y) =t +c. (2.20)

Para resolver esta ecuacién para y, podemos simplemente poner y = arctan(t + c).
Si hacemos esto, tendriamos que asumir que y estd entre —7w/2 y 7/2; y todas las
soluciones de (2.19) obtenidas de esta forma estarfan en esta franja. En lugar de
esto, debemos asumir que y estd en alguno de los infinitos intervalos abiertos cuyos
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extremos son ceros consecutivos de cos?(y). Supongamos, entonces, que —7/2 +
nm < y < m/2+ nw para algin entero n, y asi, —7/2 < y — nm < 7/2. Como
tan(y) = tan(y — nm), podemos escribir (2.20) de la forma

tan(y —nmw) =t +c¢
y aplicando tangente inversa a ambos lados obtenemos
y = nm + arctan(t + ¢) . (2.21)

En esta formula c es arbitraria, y n es un entero arbitrario. Dejamos al lector verificar
que las funciones definidas por esta formula son realmente soluciones, y que junto
con las soluciones constantes cubren el plano. Como (2.19) tiene la propiedad de
la unicidad, tenemos que todas las soluciones han sido encontradas. Note que cada
una de ellas esta definida para todo t.

Ejemplo 2.6.4

%ZQtsec(y), —7r/2<y<7r/2. (2'22)

Como la secante no tiene ceros, no hay soluciones constantes. Separando variables
e integrando obtenemos
sen(y) =t +c. (2.23)

En los ejemplos anteriores, la constante de integracién era completamente ar-
bitraria. Aqui, sin embargo, no tiene sentido permitir que ¢ asuma el valor 2, por
ejemplo. Si lo hacemos no podriamos resolver la ecuacion para y, sin importar como
restrinjamos los valores de t. El lado derecho nunca seria menor que 2, mientras que
sen(y) no puede exceder de 1. Por lo tanto debemos solamente permitir valores de
¢ para los cuales la ecuacién (2.23) sea satisfecha a lo menos por un par de valores
(t,y). Este requerimiento junto con las restricciones —m/2 < y < 7/2 implican que
¢ < 1. Elegido ¢ < 1, debemos restringir ¢ para tener —1 < t> + ¢ < 1, es decir
—1—1*> < ¢ < 1—t2. En la Figura 43 se grafica la regién del plano (¢, c) que satisface
esta desigualdad.

Figura 10

Si —1 < ¢ < 1 se cumple que la region intersecta a ¢ = constante en un solo
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intervalo I, =] — /1 —¢,v/1 —¢[. Si ocurre que ¢ < —1 se cumple que la regién
intersecta a ¢ = constante en dos intervalos I! =] — /1 —¢,—/—-1—c[y I? =

]vV/—1—=¢,v/1—c¢[. Ahora ya podemos resolver y obtener la férmula
y = arcsin(t* + c) . (2.24)

Hay una curva solucién de (2.22) si —1 < ¢ < 1, y dos curvas solucién si ¢ < —1.

2.6.1 Ecuaciones que se reducen a ecuaciones de variables

separables

1. Ecuaciones del tipo

dy

. A b

o flaz + by + ¢)
se reducen a variables separables haciendo el cambio de variables z = ax + by + c.
En efecto

dz dy

= ar +by + = — = a+ ,
z ar Y+ c I a I

y reemplazando en nuestra ecuacién se obtiene

Z—; = a+0bf(2)

que es de variables separables.

Ejemplo 2.6.5 Aplicando lo anterior resolvamos

dy

— =3y — .

dx 4
El cambio de variables z = 3y — =z, implica g—i = Sj—g — 1. Luego, en las nuevas
variables nuestra ecuacién es J

z

— =3z — 1.

dx
Separando variables obtenemos

dz
= dx
3z —1 ’

e integrando

Luego
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y volviendo a nuestras variables originales, tenemos

1 1
3y—x = ce +- = y(:(:)zf—i-ceg‘”—i-—.
3 3 9

2. Ecuaciones del tipo
LG
dx x

se reducen a variables separables haciendo el cambio de variables z = £.
En efecto

Yy dz Z—zx -y dz flz) —z
z = — _— = - = - 7
dx 72 dx T ’
que es de variables separables.
Ejemplo 2.6.6 Resolvamos
dy _ oty
dr T —y

Esta ecuacién la podemos escribir de la forma

dy 1+1%
dr 1 -4
Por otra parte z = £, implica y = zx, y por lo tanto % = xg—; + 2. Luego tenemos
dz+ 14z . dz 1+ 22 1—=z dx
rT— +2z = r— = z = — -
dx 1—2z dx 1—2z 1422 dx

Integrando obtenemos
1 2
arctan(z) — 3 In(l+ 2°) —In(z) = ¢,
y volviendo a nuestra variables originales

Y 1 2 2
t (—) ~ 0 —
arctan | =~ 5 n(z”+y°) = ¢

Observe que nuestra solucién general esta dada en forma implicita. Asi, una funcién
y = y(z) definida sobre un intervalo I es solucién solo si al ser reemplazada en el
lado izquierdo de la expresién anterior resulta constante, para todo x en I.

3. Ecuaciones del tipo
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0,

donde M, N son funciones homogéneas de grado n.
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Recuerde que una funcién F(z,y) se dice homogénea de grado n si
F(tx,ty) = t" F(z,y),

para todo z, y, t tales que los puntos (x,y) y (tz, ty) estin en el dominio de definicién
de F.
La ecuacién es de la forma

dy
A A
d[,[,‘ (‘/E7 y) )
donde F(z,y) = —M(z,y)/N(z,y) es claramente homogénea de grado 0. En-
tonces
F(z,y) = F(:E,:(:g> = :EOF<1,Q> = F(l,g> )
x x x
De esta forma nuestra ecuacién es del tipo anterior
dy y)
de f(ac ’
con f (%) = F (1,%).
Ejemplo 2.6.7 Considere la ecuacién
(2% — 2y%) dr + zydy = 0 -
La ecuacion se escribe
dy P2 1-2(Y)
de Ty N 4 ’
y poniendo z = £ tenemos
dz 1 dy 1y 1 [1—222 1122
_— = - — = - = = —— +Z = —— .
dx x dr T x z r oz

Separando variables y multiplicando por 2 obtenemos

2z
22 —1

2
dz = —dx,
x
integrando
In(z*> —1) = 2In(z) + In(c),

y exponenciando

22 =1+ ca?.

Finalmente volviendo a las variables originales, obtenemos la solucién general

y = txv1 + cx?.
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4. Ecuaciones de la forma

dy F<ax+by+c>
de ex+ fy+g)

Si el determinante del sistema

ar+by+c = 0
ex+ fy+g = 0

es no nulo, es decir si af — be # 0, el sistema tiene una tnica solucién, digamos
x = h,y = k. Entonces si hacemos el cambio de coordenadas X =x —h,Y =y —k,
tenemos dX = dz,dY =dy, y

aX +bY  ar+by+c
eX+fY  er+fy+g

Luego en las nuevas coordenadas tenemos la ecuacion homogénea

day P aX +bY
dx eX+fY )’
que es del tipo 2.

Siaf — be =0, existe k tal que ex+ fy = k (ax+by). Ponemos entonces z = az+by
y la ecuacion queda de la forma

que es de variables separables.

Ejemplo 2.6.8 Considere la ecuaciéon
dy  w—y+2
dr — z4+y—2

Resolvemos primero el sistema

r—y+2 = 0
r+y—2 = 0,

cuya solucién es x = 0,y = 2. Hacemos entonces el cambio de coordenadas X =
x,Y =y — 2y obtenemos la ecuacion

ay X-Y 1-—

dX ~ X+Y 1+

RS ETRS
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Para transformarla en una ecuacién de variables separables, ponemos como antes
Z = %, y obtenemos la ecuacion

dz 1-Z7
X—+7 = ——.
dX+ 1+ 7

Por lo tanto
dzZ 1—27 — 7?2

Xz - 277
dX 1+7Z ’
y separando variables
1
;Zdz — dX _
1—-272— 277 X

Integrando
1
—(1-2Z-2%) = m(X)+h(e) = VI-2Z-7% = -,

y elevando al cuadrado

s C
1-2Z2-7° = X
Volviendo a las variables X, Y, obtenemos
Yy Y?
1-20 —— = — = X?-2XY-Y2 =,

X X? X2
y en las coordenadas x,y, la solucién general (en forma implicita)

- 2r(y—2)—(y—2)? =c¢, ceR.

2.7 Ecuaciones Diferenciales Exactas y Factor In-
tegrante

Consideremos ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0. (2.25)

Definicién 2.7.1 Diremos que la ecuacion (2.25) es una ecuacién diferencial
exacta en D, si existe una funcion u(z,y) tal que

ou ou
— =M — = N D.
9 L Y) (z,y) vy ay(ﬂc,y) (z,y) V(z,y) €
En tal caso
du = @dan%dy = M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0,
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y (2.25) es equivalente a
du = 0.

Luego
y=uy(x), x €l essolucién de (2.25) <= wu(z,y(x))=c, Veel.

Proposicion 2.7.2 Sean M, N funciones con derivadas parciales continuas de pri-
mer orden en una bola abierta B C R?. Entonces

OM AN

a—y—% en B.

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es exacta en B <>

Demostracién. Suficiencia. Supongamos existe u tal que & = M y 2% = N en
ox Ay

B. Entonces

8M_02u_02u_£ % _G_N
dy  Oydr Oxdy Ox \dy) Oz’

Necesidad. Sabemos que 24 = ¥ en B. Debemos encontrar u tal que % =My

oy ox
% — N en B.
Y
ou

Fijemos un punto (xo, ) en B. Para tener 3* = M definimos para (z,y) € B

u(w,y) = /x M(s,y)ds + g(y),

con ¢(y) a determinar, para que se cumpla también ‘;—Z = N.
Entonces

ou Y OM ,
a—y(fﬂ,y) = /x0 a—y(s,y)ds + 4'(y)

T ON
— it d '
/x0 9 (s,9)ds + g'(y)
= N(z,y) — N(zo,y) + ¢'(v)-
Por lo tanto debemos tener
g'(y) = N(zo,y)

Yy
Yo

y nuestra funcién buscada es

u(z,y) = /J: M(s,y)ds + /y N (zo,t)dt .

Yo

Ejemplo 2.7.3 Resolvamos

(32 + 6xy?)dr + (62°y + 4y*)dy = 0.
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Tenemos M (z,y) = 3z*> + 6xy* y N(z,y) = 62%y + 4y®. Por lo tanto

oM ON

para todo (z,y) € R?, y la ecuacién es exacta.

Pongamos
u(r,y) = /(31'2 + 6zy?)dz + g(y)
= 2° + 32%° + g(y).
Asi
ou
gy 0¥ = 62°y + ¢'(y), v como
N(z,y) = 62°y + 43°, debemos tener
Jy) = 49°
= g9(y) = y*

Por lo tanto
w(z,y) = 2* + 32%y° + ¢*.

Asi, las curvas soluciones (z,y(x)) de la ecuacién satisfacen
* + 3% + yt = ¢, ceR.
Definicién 2.7.4 Si la ecuacion
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0

no es exacta en D, se llama factor integrante a toda funcion p = p(z,y) definida
en D tal que

wlz,y)M (2, y) + p(z,y)N(z,y)dy = 0

es una ecuacion exacta en D.

Observaciones 2.7.5 Es claro que toda solucién de y = y(z), = € I, de pMdx +
pNdx = 0, que verifica: p(z,y(x)) estd definida y p(z,y(x)) # 0 para todo z € I,
es también solucion de Mdx + Ndy =0 en I.

Ejemplo 2.7.6 La ecuacion
y(1 + zy)de — zdy = 0 (2.26)

no es exacta.
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1
2

Sin embargo para y # 0 la ecuacién multiplicada por u(x,y) = 7

1
y( +2:vy)dx -
Yy
es decir
(1 + z)dr — Ly =0 (2.27)
y y? ’ '
es exacta.

Ast p(x,y) = y% es factor integrante de (2.26) en el conjunto D = {(z,y)/y # 0}.
Para resolver (2.27) ponemos

u(z,y) = / (5 + x)dx + gly) = g + %2 + g(y)-

Pero como

debemos tener
=0 = gy =c.

)
Por lo tanto, toda solucién y = y(z) de (2.27) verifica la ecuacién implicita
+ = ¢, paraalginceR.

Despejando y obtenemos

2
y(x) = 737, c € R, para z tal que 2¢ — 2% #0.
2¢c — a2
Observacion 2.7.7 Para que u = p(z,y) sea factor integrante de Mdx+ Ndy =0,
debemos tener

0 0
—(pupM) = —(uN
ay(“ ) = 5 (uN),
lo que implica
Oy o OM _Ony N
Y y 0 " or
1 [ Ou ou oM ON
— L <8x Jy ) Oy Ox
I(In(p)) I(In(p) oM ON
——=N — M=— - —. 2.2
- ox dy oy ox (2.28)

La ecuacién (2.28) es una E.D.P. conocida como la ecuacién del factor inte-
grante. Se puede demostrar que esta ecuacion, bajo condiciones bastante generales,
siempre tiene solucién. El problema es encontrar sus soluciones.
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2.7.1 Casos en que es facil encontrar el factor integrante

1) Si
1 (OM ON

5 <a—y _ %> = f(z) (depende sélo de ),

entonces nuestra ecuacién admite factor integrante que depende solo de x.

En efecto si p = p(z) la ecuacién (2.28) queda de la forma

O(ln(p(x))) 1 (8M ON
Ox N

T8 @) = 1),

lo que implica

In(pu(z)) = /x f(s)ds o bien p(x) = elzg F()ds

-1 <8M ON

73y - %> = ¢g(y) (depende sélo dey),

entonces nuestra ecuacién admite factor integrante que depende solo de y.

En efecto si = pu(y) la ecuacion (2.28) queda de la forma

on(n(y)) _ i(%_ﬂj_%_f;f> (r,9) = (1),

ox M

lo que implica

ply) = e,

Ejemplo 2.7.8 Resolvamos

3
<2xy + 2y + y_> dr + (22 + y*)dy = 0.

3
Poniendo 5
M(z,y) = 2:Ey+:v2y+%, y N(z,y) = 2>+,
tenemos M ON
— = 2z + 2 + 2 ) — = 2 )
dy x4+ +y y % T
y la ecuacion no es exacta.
Pero 5 5
1 M N 1 5 5
N(é‘y 835) x2+y2($ v)
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Por lo tanto, el factor integrante es
p(x) = el = ¢,

Nuestra ecuacién multiplicada por el factor integrante es

3
e’ <2xy + 2Py + ‘%) dr + e (2> +y*)dy = 0.

Entonces

3

u(r,y) = /e‘”c (2xy+x2y+%> dr + g(y)

3
= 2y/xe“’dm + y/xzea’dl‘) + Loy 9(y)

3

= 2y(ze® —€") + y <aczegC — Q/xemdx> + Y oo + g

3
X y xr
= yr’e’ + ge + 9(y)-

Pero

ou
dy

Por lo tanto

Asi

y la solucion general es
y?
ye’ <x2+—> =c, ceR.

Ejemplo 2.7.9 Resolvamos
) 3 —
=dr + (y° —In(x))dy = 0.
x
Poniendo Y
M(.T),y) = ;7 y N(.T),y) :y3—ln(x),

tenemos

oM 1 ON -1
oy T ox x

3

3

(y)

—(z,y) — N(z,y) = %" +y%" +4'(y) — " (2* +9%) = J'(y).

37
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y la ecuacién no es exacta.

Pero
1 ([OM ON\ y 1 2
M \ Oy oo ) oz oy’
implica que el factor integrante es
M(y) _ 672f§dy _ 672ln(y) — eln(y%) — iz
Yy
Nuestra ecuacién multiplicada por el factor integrante es
1 1
—dxr + <y—Lf)> dy = 0.
Ty )
Luego
1 1
u(z,y) = —dr + g(y) = —In(x) + g(y).
(z,y) xy () , () + g(y)
Pero
du In(z) In(z) ,
a—y(%y) — N(z,y) = — ) +4(y) —y+ 2 9 -y,
lo que implica
2
)
J) =y = 9y = 5.
Por lo tanto
@) = (@) + L
= —1n —_—
u(z,y y x 5
y la solucién general satisface la ecuacién implicita
1 2
gln(:(:)—l—% =c, c€eR.
2.8 Ecuaciones Lineales
Consideremos la ecuacion lineal de primer orden
d
d—?j = a(t)y + b(t), (2.29)

y supongamos que la funciones a(t) y b(t) estdn definidas y son continuas so-
bre un intervalo abierto I. Consecuentemente la funcién f(t,y) = a(t)y + b(t) y
(0f /0y)(t,y) = a(t) son continuas y luego nuestra ecuacién tiene la propiedad de la
unicidad.
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Mostraremos en esta seccién que las soluciones de (2.29) pueden ser expresadas
por medio de una férmula en la que aparecen integrales. Esta férmula debida a
Leibniz, puede ser derivada de varias formas. Presentaremos primero un método de
resolucion que aunque no es el mas corto, tiene la ventaja que la idea basica puede
ser aplicada a ecuaciones lineales de orden superior y a sistemas lineales.

La ecuacién (2.29) se dice homogénea si b(t) es idénticamente cero sobre I,y
no-homogénea si existe ¢ € I tal que b(t) # 0. La ecuacién homogénea

dy _

i a(t)y (2.30)

se resuelve usando separacién de variables. Las soluciones estan dadas por
y(t) = cel @O (2.31)

y estan por lo tanto definidas sobre todo el intervalo 1.

Para discutir la ecuacion no-homogénea, consideramos simultaneamente con ella
la ecuacién homogénea obtenida suprimiendo el término b. La ecuacién homogénea
obtenida de esta forma es llamada ecuacion reducida; la ecuacién no-homogénea
misma es referida como la ecuacion completa. Sea u(t) cualquier solucién de la
ecuacion reducida que no sea la solucién cero. Intentaremos encontrar una funcion
v(t) tal que v(t)u(t) sea solucién de la ecuacién completa. Asumiendo que tal v
existe, sustituyendo y por vu en (2.29), se obtiene

(0(H)u(t))" = a(t)v(t)u(t) +b(t) ,

V() u(t) + v(t)u' (t) = a(t)v(t)u(t) + b(t).

Como u'(t) = a(t)u(t), la dltima ecuacién se reduce a

' ()u(t) + alt)u(t)o(t) = a(t)o(t)u(t) + b(t)

Como u(t) es no nula,
y por lo tanto

De esta forma obtenemos la férmula

y(t) = u(t)(/ W) g4 0. (2.32)
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Es muy facil verificar que esta férmula nos dé una solucién de (2.29) para todo c:

W= [ Mo a1

_ a(t)(u(t)(/ %dt—kc) + (1)

= a(t)y(t) +b(t).

Hemos obtenido asi una cantidad infinita de soluciones de (2.29). Mostraremos
que en realidad las hemos encontrado todas. Para chequear esto denotemos la
integral [ % por Q(t), y asi la férmula queda y(t) = u(t)(Q(t) + ¢). Poniendo
t =tg,y = yo, obtenemos ¢ = u%’t‘)o
condicidn inicial. Note que todas %
I.

—Q(ty), y por lo tanto podemos realizar cualquier
as soluciones estan definidas sobre todo el intervalo

Para completar la derivacién de la féormula prometida, reemplazamos la funcion
u(t) en (2.32) por e/ “M%  Establecemos el resultado como un teorema:

Teorema 2.8.1 (Formula de Leibniz) Las soluciones de (2.29) estarn dadas por
ylt) = el o0 [ e ToOh(e)dt 1 o), (2.33)
donde t estd en I y ¢ es una constante arbitraria.
La integral indefinida [ a(t)dt, que aparece dos veces en (2.33), puede ser elegida
como queramos, pero debe ser la misma en ambos lugares.

El lector puede facilmente verificar que la solucién de (2.29) que satisface u(ty) =
Yo estd dada por:

u(t) = eho @[ e o "Dy () 4 o] (2.34)
Ejemplo 2.8.2
dy t
— =2 .
It y+e

Aqui a(t) =2y b(t) = e'. Sustituyendo en (2.33):
y(t) = el 2dt(/ e~ 2ttt + ¢)
= e2t(/ e eldt + c)
= e2t(/ e”tdt + ¢

= ce?t — ¢,
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El método con que fué derivado (2.32) es conocido como variacion de pardmetros.
En efecto, una solucién de la ecuacion completa se obtiene permitiendo que el pa-
rametro ¢ en la formula y(t) = cu(t) para la solucién de la ecuacién reducida varie,
es decir, sea una funcién v de t.

Otro método de resolucién consiste en escribir (2.29) de la forma
(a(t)y +b(t))dt — dy = 0 (2.35)

y darnos cuenta que admite factor integrante que depende solo de la variable ¢.
Luego aplicando los métodos de la seccién anterior encontramos las soluciones.
En efecto, si

M(tvy) = a(t)y+b(t)7 y N(tvy) = -1,
tenemos
v (5 - %) ) = —at0.

y luego tenemos factor integrante
U(t) _ 6ffa(t)dt‘

La ecuacién (2.35) multiplicada por u(t) es

67fa(t)dt(a(t)y+b(t))dt — e Jaltidtgy — (2.36)
De esta forma
utey) = — [ POy h(t) = —ye SO L),
Y ou

5 ty) = ya(t)e™ I 9O L p/(t).

Comparando con (2.36), obtenemos

y por lo tanto
u(t,y) = —ye~Jo®d 4 /b(t)e_f“(t)dtdt.

De esta forma y = y(t) es solucién de (2.29) en el intervalo I, si existe constante c
tal que

ye~ I oo _ / b(t)e [ Otgr —c Vel

Despejando y obtenemos nuevamente la férmula de Leibniz

y(t) = e o)t (c + /b(t)e_f“(t)dtdt> :
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Ejemplo 2.8.3 Usando este tltimo método encontremos las soluciones de

% = ytan(z) + cos(z) .

Escribiendo la ecuacién de la forma
(ytan(z) + cos(z))dx — dy = 0,

tenemos a(r) = tan(z), y el factor integrante es

plz) = e Jrn@de — of P A nleos(@)) cos() .

Multiplicando por el factor integrante nos queda la ecuacion

(ysen(z) + cos®(x))dr — cos(z)dy = 0,

y luego
u(z,y) = —/cos(:(;)dy + h(x) = —ycos(z) + h(x).
Como 5
o= (,y) = ysen(x) + H(a).

debemos tener

B(z) = cos’(r) == h(z) = /cosz(x)dx = %/(1+cos(2x))dm

1 1
= 3% + Zsen(?x).

Luego

1 1
uw(z,y) = —ycos(r) + 2% + Zsen(2x),

y las soluciones y = y(x) deben verificar

1 1
—ycos(z) + 3% + Zsen(2x) = ¢,

lo que implica

(x) ! + ! (2z) +
= — — n
y\E cos(x) 2" PR ¢
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2.9 Ecuaciones que se reducen al caso lineal

2.9.1 Ecuacion de Bernoulli

Son ecuaciones de la forma

dy

%-Hp(x)y = f(x)y", con n#l.

Multiplicando por y~" obtenemos

Wy @y = fa).

Y dz
Haciendo el cambio de variables z = y!™", tenemos
dz ady
S =@yt = (=)= ple)s + f)],

es decir

que es lineal.

Ejemplo 2.9.1 Resolvamos la ecuacién de Bernoulli

dy 4

Tenemos n = % y multiplicando por y_% obtenemos
=1 dy 4
2 — = — + x.
Y dz x\/g

Ponemos entonces z = ,/y y reemplazando se tiene

dz 1 1 dy 1.4
— = -——= = -[-z + 7],
dx Qﬂdx 2'x

y nos queda la ecuacion

dz 2 1
— ——z = —I.
dr = 2
La correspondiente ecuacién homogénea es
dz 2 dz  2dx
—=—-z, 0 —=—),
de «x z x

e integrando se obtiene

In(z) = 2In(z) +In(c) = 2z=ca’.
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Haciendo variar la constante y reemplazando en la ecuaciéon completa se obtiene

dz 5 2 1

o = d(x)x® + e(z)2x = Ez+—:(:

1 1 1

— CI(ZL') = 51,' F = %
1

= c(x) = §ln(x)+c

Luego
1
z(z) = (5 In(z) + ¢)z®

lo que implica

2.9.2 Ecuacion de Riccati

Es una ecuacién de la forma

dy
o @)y +a(a)y’ = f(x).
T
Esta se resuelve si uno conoce una solucién particular, digamos y; (x). Para ello

ponemos y(z) = z(z) + y1(z) y reemplazando se obtiene

W pla)y — s + £(2) = () + D
es decir,
—p(x)y — q(a)y? + f(z) = Z_; — (@) () — q(@)yi (@) + f (@)
dz 2 2
— I =p(x)(y1 — y) + q(x)(y; — y°)
es decir,
B (o) — gl + 220
— Z—; = —(p(x) + q(2)y(2))z — q(z)2”

que es de Bernoulli con n = 2.

Ejemplo 2.9.2 Resolvamos
dy 5 2

dz x?’
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Claramente la funcién y;(z) = L es solucién particular. Poniendo y(z) = z(z) +
y reemplazando en la ecuaciéon obtenemos

8=

dz 1 », 2 1 2 dz 2 ,
S = 2y, - = 2D, = 2
dr  x2 T 2 z? dr =

Para resolver esta ecuacién de Bernoulli multiplicamos por z~2

dz 2
2 1

===z =1

der ’
y hacemos el cambio de variables w = 271, que implica Z—l; = —z‘2%, obteniendo
dw 2 ]
—— ——w=1.

der =«

Tenemos asi la ecuacion lineal de primer orden

dw 2 ]
—_— = ——W —
dx T

cuya solucién general es

w(zr) = el —2de (/ —el 2y c)
1 1 (-3
= p</—x2dx+c> ZE<T+C>

B -3+ 3¢
N 3x?
Luego
322
-1
z2(z) = w(x = ,
(@) = wie) = =
y la solucion general de la ecuacién inicial es
32 1
) = ——+—.
y(z) = —5+ -

Observacién 2.9.3 Conocida una solucién particular y;(x) de una ecuacién de

Ricatti el cambio de coordenadas y(z) = y;(z) + ﬁ nos lleva directamente a una
ecuacion lineal.
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2.10 Ejercicios resueltos
Ejercicio 2.10.1 Considere la ecuacion diferencial
y — xy = a(l+2%y), a>1.
a) Encuentre la solucién general.
b) Encuentre la solucién particular que verifica y(1) = 45
c¢) Encuentre el intervalo méximo donde la solucién particular anterior estd defi-
nida.

Solucién. a) Reordenando tenemos
y—a = (e’ +z)y =

y separando variables

dy dx dy dx adx
= fr— = — — .
y—a z(ar + 1) y—a r ar+1

Luego integrando obtenemos
In(y —a) = In(z) — In(az + 1) + In(c) ,

y exponenciando

cr
—a =
Y ar +1
Por lo tanto la soluciéon general es
cr
) = a + , ceR.
y(@) ar + 1
b) Imponiendo a la solucién general la condicién y(1) = -5, obtenemos
a c a a+a+c )
= Q —|— —_— = — cC = —a .

a-+1 a+1 a+1 a+1

Luego nuestra solucién particular es

a‘x
ylw) = a - ar +1
c¢) El dominio de la funcién
a’r
y(@) = a —
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es la union de los intervalos abiertos

] Joo]

Como a es positivo, el 1 pertenece al segundo intervalo y luego
o
) —+00 )
a

Ejercicio 2.10.2 Mostrar que la ecuacion diferencial

es el intervalo méximo buscado.

2x4yyl + y4 — 41;6

se reduce a una ecuaciéon homogénea mediante la transformacion y = 2™, para cierto
n. Determine el valor de n y resuelva la ecuacién.

Solucién. Siy = 2" entonces y = nz" 12, y sustituyendo en la ecuacién obtenemos

20t 2" (n2"1 ) + 2 = 4a®,
es decir
o2nzt2?" ldy = (42° — 2*)dw.
3
Para que sea homogénea debemos tener 2n — 1 = 2 y 4n = 6. Luego n = 7Y

tenemos la ecuacion homogénea

(425 — 2%)dr = 32*2%dz.

=t - O]

. dz du L
Poniendo z = xu, tenemos — = u + r—, y reemplazando en la ecuacion

Por lo tanto

dx dx
du +41 1,  =3ud+4—ub
T— = —u + - — — —u* = :
dz 3 u? 3 3u?
Luego separando variables
3u’du _dx
ub +3ud -4
es decir
3u? du dx
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Separando en fracciones

1{ 3u? du 3u? du ] _ dx
5 @132 wWiitl 7
o bien

3u? du 3u? du B Sdx

ud —1 ud+4 x

Integrando obtenemos

ud +4

In (“3_1> = —5In(z) + In(c),

y exponenciando

wd —1 o
w+4  1b
De esta forma
1
s 1’ +4c — () 2° +4c\
u = ulxr) =
® —c ® —c
— ) x4+ 4c\ 3
z(x) = x
b —¢
3 3 1'5—|—4C 2
— r) = z(r)2 = x2
so) = o)t = ot (22

Ejercicio 2.10.3 La ecuacién
(22°y — 2y°)dy = (32° + 32%y*)dx

se reduce a una ecuaciéon homogénea haciendo un cambio de coordenadas de la
forma x = u?, y = v?, con p,q constantes adecuadas. Encuentre dichas constantes
y resuelva la ecuacion.

Solucién. Tenemos
r =1 = dr =pu¥ldu e y =10 = dy = qui'dv.
Sustituyendo nos queda
(2u*v? — 20*)qu? ' dv = (3u”? + 3uv*!)puPdu,

es decir
2q(u*Pv?1 1t — v4q’1)dv = 3p(u®?t + u* ) du .
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Al hacer 2q = 3p cada término queda de grado 6p — 1. Poniendo 6p — 1 = 1,
1 1

obtenemos p = 3 yq= 2 y reemplazando en la ecuaciéon

(u — v)dv = (v + v)du.

Esta ecuacion ya fue resuelta en el Ejemplo 2.6.6, obteniendose la solucién implicita

v 1
t ( ) In(u> 2 ‘
arctan %) T3 n(u”+v°) = ¢

Luego volviendo a las variables originales, se obtiene que la solucién general cumple

arctan vy 1111(:(:6+y4) =c.
x3 2

2

1 1
Ejercicio 2.10.4 Haciendo los cambios de coordenadas v = g%, v= iyz, resuelva

la ecuacion
(222 + 3y* — T)wdr — (32° + 29> — 8)ydy = 0.
Solucion. Tenemos

1 1
u:§x2 — du = xdr vy v:§y2 = dv = ydy.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos
(du + 6v — T)du — (6u + 4v — 8)dv = 0.
Como la solucion del sistema

du + 6v — 7 = 0 o
6u + 4dv — 8 = 0 Y

hacemos el cambio de coordenadas
1
u =s 4+ 1, v:t+§,

obteniendo la ecuaciéon homogénea
(4s + 6t)ds — (6s + 4t)dt = 0.

Asi
s

ds 3s + 2 37 T2

%:25+3t:25+3’
t
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) ds z .,
y poniendo s = tz, tenemos i z+ t%’ y la ecuacion

dz 3z + 2
dt 2z + 3°

2z+3
a1 dz = ——dt,
o bien
2zdz 3 dz  dz B —gdt
22—-1  2\z—-1  =z+1) t
Integrando se tiene
3
In(z*> —1) + 5 (In(z—=1) — In(z+1)) = =2 1In(¢) + In(c),
y exponenciando
3
—1\? c
2_ 1) (2 ——
(2 ) <z +1 t?
Por lo tanto s
(z—1)2 ¢
(z+1)3 &

Volviendo a las variables iniciales tenemos

y finalmente

(2 —y* — 1)
(a2 +y? - 3)

Ejercicio 2.10.5 Encuentre la solucién general de la ecuacion
(r — 2y + 4)de + (20 — y + 2)dy = 0.

Solucién. Como la solucién del sistema

x—2y+4:0} s u

2 —y+ 2 =0 =0 yv=2

para obtener una ecuacién homogénea hacemos el cambio de coordenadas

r=u, y=uv+2.
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Entonces

y reemplazando, obtenemos
(u — 2v)du + (2u — v)dv = 0.

Para resolver esta ecuaciéon ponemos v = tu, y como dv = tdu
reemplazando en la ecuacion obtenemos

(u — 2tu)du + (2u — tu) (tdu + udt) = 0,

es decir
(1 — Hudu + (2 — t)u?dt = 0.

Separando variables se tiene

d 2 — t
e L
U 1 — ¢2
24t tdt
1=t 1—1¢2
dt dt tdt

e integrando

In(u) = In <ﬁ> - %ln(l—tz)—i—ln(c)

Por lo tanto

1—t)2
u= L=
(1+1):
Pero
v y—2
t pu— —_— pu— y
u x
implica

o1

+ wudt,
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Luego nuestra solucién estd dada por

(z+y—2)
(z—y+2)

=] wlw

o bien elevando al cuadrado

(r+y—2)° .
(r—y+2)

Ejercicio 2.10.6 Resolver la ecuacién

dy _ <x+y+2>2

doe r+y+1

Solucién. Como el sistema
r+y+2 =0
r+y+1 =0
no tiene solucién, hacemos la sustituciéon = +y = u. Luego dr +dy = du, y

reemplazando obtenemos
du —dr o (U +2\°
de wt+1/)

Separando variables se tiene

(u+1)2
= dx
2(u+2)? + (u+1)?
w? 4+ 2u + 1
= dx

302+ 10u+9 "

1 2 6u+10 2 1
s T tas o ot oso————3 | du = dx
3 93uP+10u+9 ' 27 (44 3)7 42

9

e integrando

1 2 2 3 5t
FU - §ln(3u2+10u+9) + %arctan( u\/g ) =1z + c.

Luego nuestra solucién general satisface

1 2 2
3 (z+y) — 9 In(3(z+y)*+10(x+y)+9) + %arctan(

«
8
+
Sl
+
ot
SN————
Il
8
+
o
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Ejercicio 2.10.7 a) Muestre que la ecuacién diferencial
Ay _ Yy g (y)
dx x x
se transforma en ecuacion de variables separadas usando el cambio de variables
y = ux.
b) Use a) para encontrar la solucién de

dy y sec? (L)
&c ¢z g
Solucién. a) El cambio de variables
Yy = vr — @:U—l—x@-
dx dx
Reemplazando en la ecuacién obtenemos
v+ xZ—z = v + """ f(v),
es decir
dv__ "y
v f(v)

que es de variables separadas.

b) La ecuacién se escribe de la forma

d
S o Ty a0y 2 gee? (Q) :
xr

dz T
Luego m =0,n=—2 y f(v) =sec*(v) y la ecuacién queda de la forma
dv 3
T 23y
v=2sec?(v) v
o bién

v?cos?(v)dv = x 3dw.

Como
. 1, 1, 1 1
v? cos®(v)dv = r + v sen(2v) + Zvcos(Qv) — gsen(2v) + ¢,
nuestra soluciéon v = v(x) verifica
1 2 1 2
803 + U——§> sen(2v) + ZCOS(21}) = —% + c.

4
Por lo tanto, la solucién y = y(z) de nuestra ecuacién verifica la ecuacién

2 2
4y + 3z(2y* — 2°%)sen (_y) + 622y cos <_y> + 122 = c2®.
x x
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Ejercicio 2.10.8 Encontre la solucién particular de la ecuacién

{ln(ln(y)) In(x)

— L 4+ 2%+ de | dy =0
yIn(y)

2
+§xy3—|—6x} dz + [

1
que pasa por el punto <1, 5) .

Solucidén. Sean

In(1 2 1
Mz,y) = ) sy’ + 60, N(zy) = Ill(x) + 2%y + 4.
v yIn(y)
Como ou : .
ay (Jj,y) 7y ln(y) Ty B (x’y)7

nuestra ecuacion es exacta. Luego para resolverla integramos M (z,y) con respecto
a r obteniendo

u(z,y) = In(In(y)) In(z) + éxzy?’ + 322 + g(y).

Entonces 9 | ( )
U n(z 5 o ,
—(z,y) = + z7y" + gly),
8y( ) yIn(y) )

e igualando con N(z,y) se obtiene la relacién

J'(y) = 4e™.

1
gly) = —2¢7%, y u(z,y) = In(In(y)) In(z) + gxzy?’ + 327 — 2e7W.
De esta forma la solucién general satisface

1
— 22y + 322 — 27 = ¢.

In(In(y)) In(z) + 3

1 73 2
Evaluando en (1, 5) obtenemos ¢ = YR Por lo tanto la solucion buscada
e

y = y(x) verifica la ecuacién
1 73 2
() Infe) + Sa*y® + 30° — 20 = 12 _ 2,
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Ejercicio 2.10.9 Demuestre que p(z,y) = zy? es factor integrante de la ecuacién
(2y — 6x)dx + (3x — 42’y Ndy = 0.
Use este factor integrante para resolver la ecuacién.

Solucién. La ecuacién multiplicada por u(z,y) = zy* queda

(22y® — 62%y)dx + (32%y* — 42’y)dy = 0. (2.37)
Si
M(z,y) = 2wy’ —62°y* y N(z,y) = 32°y*—4da’y,
tenemos
oM ON
a—y(ﬁc,y) = oy —120% y ——(zy) = Gxy’ —12%y.

Asf la ecuacién (2.37) es exacta y por lo tanto u(z,y) = zy?* es factor integrante de
la ecuacién inicial.
Para resolver la ecuacién integramos M (x,y) con respecto a z obteniendo

u(z,y) = /M(x,y)dx = 2%y —22%° + h(y).

Para calcular h(y) imponemos la condicién

ou
— = N
oy (z,9)
obteniéndose la ecuacion
3x%y? — 4’y + R (y) = 32y’ — 42y,

Luego
h'(y) =0 — h(y)=0.

Por lo tanto
u(z,y) = *y° — 22°y

y la solucion general de nuestra ecuacién estd dada implicitamente por la ecuacién

2yt =225 = ¢, céeR.

Ejercicio 2.10.10 Resuelva el problema de valores iniciales

dy x4y
de 2y '

y(0) =1

y determine el intervalo maximo donde estd definida la solucién.



56 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Solucion. Tenemos

d 2
W _ Ity = 2ydy = (v + y*)dr <= (z + y*)dx — 2ydy = 0.
dx 2y
Pongamos
oM
M = 2 — =2
(z,y) T+y oy yy
ON
N = =2 - —=0.
(z,y) y 5
Entonces M ON
—_— —— =2 0
oy o W7
y la ecuacion no es exacta. Pero como
oM _ ON
Ay ox - 1
N

depende sélo de x, nuestra ecuacién admite como factor integrante a la funcion

,U/(x) — ef—ld:r —

Multiplicando nuestra ecuacién por este factor integrante obtenemos la ecuacién
diferencial exacta
e~ (x4 y*)dr + —2yedy = 0.

Luego existe funcién F' tal que
oF - 5 oF
— =€ — = —2ye™".
o — ¢ @ty y 9 ye
Por lo tanto

F(z,y) = /xe“”dm+y2/6_‘rdm+¢(y) = F(z,y) = —ze™ —e™" —y?e "+ d(y).

Pero OF
—2ye™" = —=0-0—2ye "+ ¢
y 9y y ¢'(y)
lo que implica
Ply) =0 = ¢y =c,
y entonces
F(z,y)=—2¢ " —e " —y’e " +ec.
Finalmente como para x = 0 debemos tener y = 1, el valor de nuestra constante c
es 2. Luego la solucién buscada y = y(z) verifica

—re P —e  —yle T 4+2=0
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lo que implica

y(z)? =2e" —x — 1.
Como y(0) = 1, nuestra solucién es

y(r) =+2e* —x —1.

Para determinar el intervalo maximo donde la soluciéon estd definida, llamemos
f(z) = 2e* — 2z — 1. Luego f'(z) =2 — 1y f'(x) =0 <= x = —In(2). Como
f(—In(2)) =1n(2) > 0y f"(z) = 2e" > 0, tenemos que f(x) > 0 para todo z € R.
Esto implica que el intervalo maximo donde la solucién esta definida es todo R.

Ejercicio 2.10.11 Encuentre la solucion general de la ecuacién diferencial
(yIn(y) — 2zy)dr + (z+y’e’)dy = 0.
Solucién. Poniendo

M(z,y) =yln(y) —2zy y  N(z,y) =z +y’e,

tenemos
oM _ AN
oM ON 0 ow 1
— - — =1 -2 - X =——-
o (#.y) = 5~ (2,y) = In(y) -2z (@ Y) ;
Luego tenemos el factor integrante que depende solo de y
wlz,y) = o/l — in(y) — 1
)

Nuestra ecuacion multiplicada por el factor integrante es

(In(y) — 22)dz + (g +yPel)dy = 0.

Entonces
wey) = [n) —200de + g0) = Wg)r =7 + 9l0),
' 0
u T
a—y(fv,y) =% 9'(y).
Comparando esto con & + y%e¥ obtenemos ¢'(y) = y?ev.
Asi

gly) = /yzeydy = y’e! — 2/yeydy = y%e¥ — 2(ye¥ — €Y)

= (y*—2y+2)e¥,
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y tenemos

w(z,y) = In(y)z — 2+ (y> — 2y + 2)e .

Luego nuestra solucion general estd dada por la ecuacién implicita

In(y)r — 2>+ (y* — 2y +2)eY = ¢, c€R.

Ejercicio 2.10.12 Determine las condiciones bajo las cuales la ecuacién
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0
tiene factor integrante de la forma u(x,y) = h(z +y).

Solucién. Si pu(z,y) = h(x + y), tenemos

Oln(p(z,y) _ Wz +y) Oln(u(z,y) _ Wx+y)

ox h(z +y) y oy hiz+y)’

y la ecuacién del factor integrante (2.28) queda de la forma

b (z +y) oM ON
W[N(%y) - M(JC,?J)] = By (x,y) or (%y),
lo que implica
oM AN
%~ & W(z+y)
Oy = Ox _ 2T I)

Luego nuestra condicién es

oM _ 9N
oy ox

W(m, y) = f(x+y) (dependa sélo de = + y).

En este caso el factor integrante es
w(z,y) = h(z+y) donde h(u) = el /W,
Ejercicio 2.10.13 Use lo anterior para encontrar la solucién general de:
(72* + 32%y + 4y)dr + (42 + = + By)dy = 0.
Solucién. Poniendo

M(w,y) = 70° + 3%y + 4y vy N(v,y) = 42° + x + by,
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tenemos
oM aN
BB (g y) = 31— 57) - 2~ fa+y
N—-M =3 =32y +y+u T+y '
Luego

3
flw == = hw)=e /0" = o,
U
y nuestro factor integrante es
wzy) = (v+y)°.

Sea entonces

M(z,y) = (x+y)*M(z,y) = 72°+ 242y + 302ty* + 1623y +

322yt + 423y + 1222%y° + 12293 + 4y* y
N(z,y) = (x+y)>°N(z,y) = 425+ 122%y + 122%% + 423> +

ot + 823y + 182%y% + 16xy® + byt

De esta forma
u(w,y) = /M(xv y)dr = x' + 428y + 62°y® + 4oy + 2Pyt +
:(;4y + 4:1:3y2 + 6:1:2y3 + 4:(:y4 +9(y),

0
a—Z(x, y) = 42° +122°y + 122%y% + 42°y® + o' + 823y + 182%y* + 163y° + ¢'(y)

y comparando con N (z,7) obtenemos

Por lo tanto
u(z,y) = " +42% + 62°y% + 4o'y® + 22yt + 2ty + 403y 4 62%y° + dayt + 47,
y entonces nuestra solucion general viene dada en forma implicita por la ecuacion

o7+ 4oy + 62°y? + 4oty + 23yt 4 a2ty + 40y 4+ 627y + Aoyt 47 = ¢, ceR.

Ejercicio 2.10.14 Determine las condiciones bajo las cuales la ecuacién

tiene factor integrante de la forma p(z,y) = h(zy).
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Solucién. Si p(z,y) = h(zy), tenemos

Oln(p(z,y)) _ b (zy) . Oln(p(z,y)) _ h’(:(:y)_
ox h(zy) dy h(zy)

y la ecuacién del factor integrante (2.28) queda de la forma

b (zy) oM ON
N —aM = — _
h(z) [yN(z,y) — M (z,y)] o (@,y) = 5-(=,9),
lo que implica
oM aN
i W (zy)
oy ox _ Yy _
Luego nuestra condicién es
oM _ AN
oy ox

m(% y) = f(zy) (dependa sélo de xy).

En este caso el factor integrante es

w(z,y) = h(zy) donde h(u) = el fWdu

Ejercicio 2.10.15 Use lo anterior para resolver la ecuaciéon
y(2?y? + 2)dx + 2x(1 — 2*y*)dy = 0.
Solucién. Poniendo

M(z,y) = y(®y*+2) y  N(z,y) = 2z(1 -2y,

tenemos s oy
i
Luego
3
flu) = — = h) _ oJ i 3

y nuestro factor integrante es

Sea entonces
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De esta forma

u(z,y) = / M (. y)de = In(z) — 25 + g(y).
ou

8—y(x,y) = 22%y * + ¢'(y),

y comparando con N(z,%) obtenemos

-1

gy = 2y = gly) = —2In(y).

Por lo tanto
w(z,y) = In(z) —z %y > —2In(y),

y entonces nuestra solucién general viene dada en forma implicita por la ecuacion

In(z) — 272y ? - 2In(y) = ¢, c<R.

Ejercicio 2.10.16 a) Demuestre que la ecuacion M (z,y)dx+ N (z,y)dy = 0 bajo la
OM ON
By 0

i = f(x+y?), tiene factor integrante de la forma p(z, y) = h(z+y?).
b) Aplique para encontrar la solucién general de

condicién

(32 + 2y + y*)dx + (z + 4wy + 5y*)dy = 0.

Solucidén. a) La ecuacién del factor integrante es

Naln(u) _Maln(u) _ OM ON

ox oy oy  Or

Sea z =z + y* y pongamos u = u(z). Entonces
Oln(p)  Oln(p) 0z Jln(pu)

ox 0z Ox 0z
Oln(u) _ Oln(w) 9z _ 9lnp)
dy 0z Oy 0z v

Reemplazando en la ecuacién del factor integrante obtenemos

Jln(pu) oM  ON

N — 2yM i

( yM) 0z oy Oz’
o bien ou o
Oln(p) By ~ or

0z  N-—2yM"~
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Luego la condicién para tener un factor integrante de la forma p(z,y) = h(z + y?)
es que

oM __ N
oy ox _ 2
T AREACRE R

b) Tenemos
M(z,y) = 3z+2y+y*, N(z,y) = x+4wy+5y°.

Por lo tanto

oM _ ON
Ay ox _ 1
N —2yM T4y’
es decir
Oln(p) 1
0z  z’

lo que implica
piz) =z = pley) = v+y°.

Nuestra ecuacién multiplicada por el factor integrante es
(322 + 2zy + dzy® + 2y° + y*)dx + (22 + 42’y + 621> + dxy® + 5yt)dy = 0.

Entonces
u(z,y) = /(3x2+2xy+4xy2+2y3+y4)dx = 22+ 2?y+ 2077 20y oyt g (y)

lo que implica
ou
a—y(x, y) = 2 + 42y + 62y + 4oy’ + ¢'(y) .

Comparando con la ecuacién diferencial obtenemos

4 5

gy =5y = gy =y°.

Por lo tanto
u(z,y) = o° + 2%y + 2% + +229° + 2y’ + o

y nuestra solucién general estd dada implicitamente por la ecuacién

2+ 2%y + 2207y + 22 +ayt +y° = ¢, ceR.

Ejercicio 2.10.17 Resolver la ecuacién diferencial
(7r'y — 3y®)dx + (22° — 9xy")dy = 0,

sabiendo que existe un factor integrante de la forma z™y".
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Solucion. Nuestra ecuacién multiplicada por z™y" es

(7™ Myn + 1 — 32™y" ) do + (22" 5y" — 92"y ) dy = 0
. Poniendo

M(z,y) = T2™"Myn +1—32™y"™® vy N(z,y) = 22" 5y" — 9™y *7

tenemos
oM
5o = T+ 12"y = 3(n 4 8)ay" Ty
Yy
ON
— = 2(m+5) 2™y — 9(m + D)™y .
or
Por lo tanto la ecuacion serd exacta si
Tn+1) = 2(m+5)
3(n+8) = 9(m+1),

lo que implicam =2y n=1.
Luego
M(z,y) = T2%? —32%" y N(z,y) = 227y —92°°.

Integrando M (z,y) con respecto a x obtenemos
u(z,y) = «'y* — 2%y’ + h(y) .

Asi

ou
a—y(ﬂf, y) = 227y — 97%y° + K (y),

y comparando con N(z,y), concluimos que
h(y) =0 = h(y) = 0.
Por lo tanto la solucién general en forma implicita es

g2 — a3y’ = ¢, ceR.

Ejercicio 2.10.18 Encuentre la solucién general de la ecuacion de Bernoulli

d 1
LA tan(r)y = —xsen(x)y>.

Y

63
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Solucién. Dividiendo por 2 obtenemos
dy 1
-3 —2
— + —tan(z = —zxsen(r),
Y+ S tan(z)y (@)
y nuestro cambio de coordenadas es
dz dy
-2 -3
z = = — =2y,
Y dz Y dx
y por lo tanto
1 _sdy _ 1dz

y:% Y Y dr T 2d

Reemplazando en nuestra ecuaciéon y multiplicando por —2 tenemos la ecuacion
lineal

£ — tan(x)z = 2zsen(z) .

Primero resolvemos la ecuacion homogénea

— = tan(z)z.

. ()
Separando variables obtenemos

d

= tan(z)dz ,

z

e integrando

In(z) = — In(cos(z)) -+ ln(c) :m( ¢ ) ,

cos(x)
y exponenciando

Cc

cos(z)

Buscamos entonces una solucién de la ecuaciéon no homogénea de la forma

z(x) = o(z)

~ cos(z)

Reemplazando en ella obtenemos la relacion

()

cos(x)

= 2zsen(z) = ' (z) = 2zsen(x)cos(r) = zsen(2x),

e integrando por partes
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1 1 1 1
c(x) = /xsen(Qx)dx =3 cos(2x)—l—§ /cos(?x)dx =3 cos(2x)+zsen(2x)+c.

Por lo tanto

—2xcos(2z) + isen(2z) + ¢

cos(x)

Y

z(z) =

y luego

cos(x)

1
y(z) = V() N \/—%x cos(2z) + sen(2z) + ¢ '

Ejercicio 2.10.19 Resolver el problema de valor inicial
/ 1 4
y =gl = 2)y" — 9], y(0) = 1.
Solucidon. Esta ecuacién es del tipo Bernoulli y la podemos escribir de la forma
1 1
"oy = (1 = 2t)yt,
y + gy = 5 )y

y multiplicando por y~* mnos queda

1 1
-4 1 -3
+ ooy = (1 — 21).
vy 3y 5 )
Sea u = y~*. Porlotanto v' = =3y %y y y Yy = —3u.
Reemplazando obtenemos
1, 1 1
—Zu + cu = —(1 — 2),
3¢ gn = gl )

o bién
W —uw =2 —1, u(0) = 1.
La solucion de la correspondiente ecuacion homogénea es

up(t) = ce'.

Usando el método de variaciéon de parametros, buscamos soluciéon de la ecuacion
no-homogénea de la forma
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Luego debemos tener
dt)e! =2t — 1 = ) = (2t — 1)e".

Asi
o) = /(2t CDetdt = —(1 4 2e ! + e

y por lo tanto

u(t) = —(1 + 2t) + ce’.
La condicién inicial «(0) = 1 implica ¢ = 2. Obtenemos asi
ult) = —(1 + 2t) + 2¢",

y entonces
y(t) = [—(1 + 2t) + 2¢']°.

Ejercicio 2.10.20 Considere la ecuaciéon diferencial
y + 20—2)y — y* = z(z—2).
a) Encuentre solucién particular de la forma y = Az + B.
b) Encuentre la solucién general.

¢) Encuentre la solucién particular que pasa por el punto (2,2) y el intervalo
maximo donde estd definida.

Solucién. a) Poniendo y;(z) = Az + B tenemos y;(z) = A y reemplazando en
la ecuacion

A+ 2(1—-2)(Az+B) — (Ar+ B)* = z(z —2),
es decir
A+2B—B? + (2A—2B —2AB)z + (-24 - A*)2*> = —2v + 27,

que implica
A=-1y B=1 = wylz)=1-=x.

1
y — ]_—gj —|— —
z
Tenemos
dy 1 dz
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y reemplazando en la ecuaciéon obtenemos

1 dz 1 1\?
1 - == 4 20-2) (1—2+-) - (1- ) = a2z -2
i + 2( x)( x+z> < x + > z(x —2),

que se reduce a

dz
— = —1.
dx
Por lo tanto
z(x) = —x + ¢
Luego la solucién general de nuestra ecuacion es

1

=1 - :
y(z) T+ —

c¢) Para encontrar la solucién que pasa por el punto (2,2) debemos tener

7
2 == ]_ — 2 —_— = —.
+ c—2 ‘ 3
Luego la solucion particular buscada es
3
-1 —
() C T T

7 7
y como 2 < 3 el intervalo méximo donde estd definida es ] —00, 3 [

Ejercicio 2.10.21 Para x > 0 considere la ecuacién de Riccati

1 2z
y 4+ e y? — ;(1+4x+2x2)y = —%(1+1:+21:2+:1:3)-

a) Encuentre solucién particular de la forma y; (z) = €** (Az + B).
b) Encuentre su solucién general.

Solucién. a) Si
y(r) = ¥ (Az + B),

tenemos
y'(r) = e*[A+2B + 24x],
e y(z)? = € [B* + 2ABx + A%2?],
1 2z
—— (1 +4x+22%) y(r) = —— (1+ 4z +22%) (Az + B)
T T

2x

67

_ _%[B + (A+4B)z + (4A+2B)2? + 2A7°.
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Luego reemplazando obtenemos

2x 2z

—C (l+z+22%+2%) = ——[B + 2Bz + (2A+2B—2AB)2? + (24— A?) 2%,
x

T

y por lo tanto

De esta forma la solucién particular es
yi(z) = e (x+1).

b)  Como es una ecuacién de Riccati hacemos el cambio de coordenadas

y =y + %
Entonces
V@) = o) - 5
TP = e + 22 )
a2 y) = (26 (o) + ],
y reemplazando en la ecuacién obtenemos
HOE ;’(fj;l + e () + 2‘3}8 +
) = S U2 @) + ) = S,
donde f(z) = —<" (1 4z +22% + 2°).
Es decir
W) + e — (L e+ 200 )
Z;gl + e ]2 il((;)) + 0(511;)2] . %(1+4x+2x2)$ — f(z).

Como y; () es solucidn, la relaciéon anterior se reduce a

yi(z)
v(zx)

1 1
1 + 4z + 227)

—2x 1 - =
+ e v(x)z] :1:( v(x)

= 0.

+
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Multiplicando por v(z)? se obtiene
1
V'(z) = e F2y(r)v(r) + 1] — = (1 + 4z + 22%) v(2)
T

1
= [2¢y(z) — —(1+4z+227)| v(z) + e
T

1
= —=[1+27]v(x) + .
T

Luego tenemos la ecuacion lineal

v'(z) = —%[1+2x]v(1:) + e,

cuya solucién es
U(l’) — efa(a:)da: |:/ effa(m)dm672mdx + cf ,

donde a(z) = —1[1 + 2a].
Como

/a(x)d:(; _ —/ %[Hz@]dx — _(nz) + 20),

1
v(r) = —e {/ re*®e ¥ 4 c]
x

1 2
= —e [x_ + c] :

Tenemos

x 2
Luego la solucion general de la ecuacién original es

2xe’®

2ro O°F

y(z) = 2 (r+1) +
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Capitulo 3

Aplicaciones de Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden

3.1 Familias de Curvas y Trayectorias Ortogona-
les

Hemos visto que normalmente la solucién general de una ecuacion diferencial de
primer orden es una familia de funciones que contiene una constante arbitraria,
llamada parametro. Si la ecuacion diferencial verifica nuestro Teorema de Existen-
cia y Unicidad (Teorema 2.4.1), por cada punto del dominio de definicién A de la
ecuacién diferencial pasa una tinica curva solucién (maxima). Por lo tanto, las curvas
de nuestra familia cubren nuestro dominio A y son disjuntas entre si. Llamaremos
en general, familia a 1-parametro de curvas sobre un conjunto A del plano, a
cualquier familia, que dependa de un pardmetro, de curvas que son disjuntas entre
si y que cubren A.

Si la familia a 1-pardmetro de curvas viene dada implicitamente por la ecuacién

f(z,y,¢) =0, (3.1)

en la mayoria de los casos podemos encontrar una ecuaciéon diferencial cuya solucién
general esté dada por (3.1). Para lograr esto, primero derivamos implicitamente 3.1
respecto de x, obteniendo una relacion del tipo

dy
g<x7y7%70> =0. (32)

Luego, eliminamos el pardmetro ¢ (si es posible) usando las ecuaciones 3.1 y 3.2,
llegando a una ecuacién diferencial de primer orden:

d
F<x,y,£> =0.
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Ejemplo 3.1.1 Considere la familia de circulos tangentes al eje OY en el origen
2?2 +y? =2cx, c € R,
y encontremos la ecuacién diferencial asociada.

Derivando con respecto a x obtenemos

d
2x+2y—y:2c.
dx
Pero ) )
P4y =2 = QC:x +y,
x

y reemplazando en la ecuacién diferencial tenemos

d 2_|_ 2
2x+2y—y:x Y ,
dx T

o bién
dy _y*—a?

de  2zxy

Como aplicacion consideremos el problema de hallar trayectorias ortogonales.
Diremos que una familia de curvas es una familia de trayectorias ortogonales
de otra familia de curvas, si toda curva de una de las familias es ortogonal (es decir,
perpendicular) a todas las de la otra familia. Por ejemplo, la familia de trayectorias
ortogonales de la familia de circulos centrados en el origen 22 +y?> = ¢, c € R, es
la familias de rectas por el origen y = cx, ¢ € R.

Y

Figura 11

Las correspondientes ecuaciones diferenciales son

dy _ vy _y

dx Y Y dx T’
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respectivamente, y la ortogonalidad de sus curvas solucién se refleja en que

r 'y

Y w

De hecho, la familia de trayectorias ortogonales de una familia de curvas que es

la solucién general de la ecuacién y' = f(z,y), estd dada por la solucién general de
la ecuacién

= —1.

@ 1

dv — f(x,y)
Ejemplo 3.1.2 Encontremos la familia de trayectorias ortogonales de la familia de

circulos tangentes al eje OY en el origen 2> +y*> = 2cx, ¢ € R, del ejemplo anterior.

La ecuacién diferencial asociada es

dy y? — 2?

A , 3.3

dx 2xy (3:3)
y luego debemos encontrar la solucién general de la ecuacion

d 2

L. L (3.4)

de — x? —y?
La forma maés sencilla de resolver esta ecuacién es intercambiando los roles de las

variables x e y poniendo
de 2% —y?

dy 2zy
Observe que esta ecuacién es la misma ecuacién 3.3 con x e y intercambiados. Luego
la solucién general es la solucién general de 3.3 con z e y intercambiados, es decir

22 + 9% =2y, c €R,

que es la familia de circulos tangentes al eje OX en el origen.
Y

Figura 12

Otra forma de resolver 3.4 es escribiéndola de la forma

2vydr + (y* —2*)dy =0,



74 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

y observando que tiene factor integrante que depende sélo de variable y. En efecto,
si
M(z,y) =22y y  N(z,y) =y*—a?,

entonces

y el factor integrante es

Multiplicando por el factor integrante obtenemos la ecuaciéon exacta
x z?
2—dxr + <1——2> dy=20-
) Yy

Entonces
T T
u(z,y) = /2§dx+g(y) = §+9(y) y

x ou x
]_ __— = — = —— ! .
2 oy (=, y) 2t (y)

Por lo tanto

y
2
u(z,y) = —+y
Luego la solucién general es
2
Ty = 2,
Y

o lo que es lo mismo, multiplicando por y

? +y* = 2cy, ceR.

3.2 Reacciones quimicas de primer orden y desin-
tegracion

En general no es dificil observar en la naturaleza diversas reacciones quimicas entre
elementos. Por ejemplo, si una moléculas de cierto tipo, por la accién del medio,
tienen tendencia a desintegrarse en moléculas mas pequenas a un ritmo que no se
ve afectado por la presencia de otras sustancias, es natural pensar que el niumero de
moléculas que se descomponen en una unidad de tiempo sea proporcional al nimero
total presente (reaccién quimica de primer orden).



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 75

Supongamos que en ¢ = 0 se tienen xy gramos. Si denotamos por z(t) el nimero de

gramos presentes en el instante ¢ (luego z(0) = z), tendremos que % es el ritmo

dt
de crecimiento de z y —‘fl—f es el ritmo de decrecimiento. De esta forma si & > 0 es

la constante de proporcionalidad, tenemos la ecuacion

dx
—— =kx.
at "
Integrando se obtiene
In(z) —In(zg) = —kt = z(t) = zee™.

Se llama semi vida T al tiempo requerido para que la sustancia se reduzca a la
mitad. De esta forma
In(2)

k

1
% — xoe_kT — - = e_kT — —11](2) = —kT = T =

2

Por lo tanto, si se conocen k o T" experimentalmente, por esta relacién se conoce la
otra cantidad.

Ejemplo 3.2.1 Desintegracion radioactiva.

El radio carbono tiene semi vida de més o menos 5.600 anos. Este se produce en la
alta atmosfera por la accién de rayos cosmicos sobre el nitrégeno. El radio carbono
por oxidacién pasa a diéxido de carbono y este se mezcla (por el viento) con el
diéxido de carbono no radiactivo ya presente.
La proporcion en el carbono ordinario ha alcanzado hace tiempo un estado de equi-
librio.
Todas las plantas y los animales que comen plantas, incorporan esta proporcion de
radio carbono en sus tejidos. Mientras el animal o la planta viven, esta proporcién
permanece constante. Pero al morir deja de absorber radio carbono y el que habia
en el momento de morir sigue desintegrandose.
Asi si un fragmento de madera antigua tiene la mitad de radioactividad que un
arbol vivo, éste vivi6 hace unos 5.600 afios ( = T'). Si solo tiene la cuarta parte,
determinemos el tiempo ¢ en que vivié. Tenemos entonces

Lo ki 1 —kf

Z — ‘/L'Oei — Z = e — —ln(4) == _ktN,

y luego

2In(2) = t = t = 2T = 11.200 (aiios aproximadamente) .

Esto proporciona un método para poner fecha a cualquier objeto antiguo de origen
organico: madera, carbon, fibra vegetal, huesos, cuernos o piel.
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Ejemplo 3.2.2 Si la vida media de una sustancia reactiva es de 32 dias. Deter-
minemos el tiempo ¢ en que 24 Kilos se convierten en 3 Kilos.

Tenemos

2(0) =24 y 32 =T = — k=

Entonces debemos tener
3 = z() = 24 —

lo que implica

Ejercicios 3.2.3 Resuelva

1.- Siel 25 % de una sustancia radiactiva se desintegra en 100 anos. ; Cual es la
vida media 7

2.- En un proceso con una sustancia radiactiva se hacen dos mediciones. La
primera, dos horas después de iniciado el proceso arroja la cantidad de 100
mgr.; la segunda, una hora después, indica la presencia de 8 mgr. ; Cual es la
cantidad original de sustancia radiactiva ?

3.- Usando carbono 14 (C*) cuya vida media es 5.568 afios, determine la edad de
un fésil humano que contiene 25,2 mgr. de C*, si la cantidad presente en un
ser humano vivo es 53,8 mgr.

Ejemplo 3.2.4 Crecimiento de bacterias.

Sea N(t) la cantidad de bacterias presentes en el instante ¢. Entonces

dN

il Nacimientos - Muertes = a(t)N — b(t)N,

donde a(t) (respectivamente, b(t)) es la proporcién de nacimientos (resp., muertes)
con respecto a la cantidad de bacterias presentes en el tiempo ¢. Entonces, tenemos
la ecuacién

N(t) (a(s)—b(s))ds

T = a0~ M. = N = N0k -

Por ejemplo si a(t) =a y b(t) =b, tenemos N(t) = N(0)el*=0)t,

Ejemplo 3.2.5 Suponga que conoce N(0) y N(t;). ; Cuanto tiempo t debe tran-
scurrir para tener N bacterias 7
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Llamemos Ny = N(0) y Ny = N(t1). Entonces

N(t) = Nge(“*b)t, y

In (—%;)
Ny = N(t) = Noel®  — 4-p = 22
Por lo tanto

N = N(t) = Nge(aib)f — f = = tl

Ejemplo 3.2.6 Una superficie electrizada se descarga con una velocidad propor-
cional a la carga. Hallar la carga en funcién del tiempo.

Si designamos por C'(t) la carga presente en el instante ¢, nuestra ecuacién es nue-
vamente

dC
— = —kC.
dt ¢
Por lo tanto
C(t) = O()eikt.

Ejemplo 3.2.7 Ley de enfriamiento de Newton.
La velocidad con que se enfria una sustancia en el aire es proporcional a la diferencia
de la temperatura de la sustancia y la del aire.

Si designamos por Ts(t) y T, respectivamente, la temperatura de la sustancia en el
instante ¢ y la temperatura (que suponemos constante) del medio (aire) en que se
encuentra la sustancia, nuestra ecuacién diferencial es

drT,
P = —K(T,(t)—T,,).
2 = K(T(0) T
Separando variables
dT.
: = —kdt
Ts(t) — T, ’
e integrando entre 0 y ¢
Ts(t) — To,
1 = —kt
! < 3(0) - Tm) 7

obtenemos la solucion
To(t) = T+ (To(0) — Tp)e ™.

Por ejemplo, si la temperatura del aire es de 20° y la sustancia se enfria de 100° a

60° en 30 minutos, calculemos en que instante la temperatura de la sustancia serd
de 40°.
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Tenemos
T,(0) = 100, T, = 20, T(30) = 60.

Luego
Ty(t) = 20 + 80e™*.

Evaluando en ¢t = 30 obtenemos
60 = 20 + 80e 3%

lo que implica

1 30k In(2)
9 € n(2) 30
Sea t el tiempo buscado. Entonces
n g 1 n e l 2 ~
40 = 20 + 80 i — 1 e LA —2In(2) = — I;(O)L
lo que implica
t = 60minutos.

3.3 Procesos quimicos simples

Suponemos que A y B son compuestos quimicos que reaccionan entre ellos de acuerdo
a las ecuaciones

A = —kA + kB
B - klA— k)gB

Asumimos A(0) = Ay >0, B(0) = 0y A(t) + B(t) = A para todo t.
Entonces B(t) = Ay — A(t) y nuestra primera ecuacién diferencial se transforma
en la ecuacion lineal de primer orden

A+ (k1 + ko)A = kA .

De esta forma

t
A(t) = 6—f$(k1+k2)d3 |:A0 + / €f0u(kl+k2)dsk2140du:|
0

t
= ¢ itk {Ao + kpAy / e(’“*’“z)“du}
0

koA
_ —(k1+k2)t A 2430 (k1+k2)t_1
‘ [Hrm(e )]
ko

7(k1+k2)t
e +
ky + k2:|

klAO 6_(k1+k2)t + k2A0
ky + ks ki + ko’

k)gAO
ki + ko

= A0|:1—
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k1 Ao o—(kitka)t ko Ag

]{71 + kg kl + k2
k1 Ag _
1 — (k1+k2)t )
e )
Observe que si ponemos
L koA L kA
Ao = Jim A®t) = == v Be = Jim B(t) = 7=

obtenemos

Alt) = Bttt 44,y
B(t) = B, [1 — e—(kl-l-kz)t] '

Observe finalmente que los valores de k; y ks, que en general se obtienen experi-
mentalmente, verifican

1 (A —A\ 1 B.
Zln <7A(t)—Ae> = k]_ + kz = Zln <7Be_B(t)> .

3.4 Circuitos eléctricos simples

Sabemos que las leyes de Newton nos permiten establecer relaciones entre las fuerzas
que afectan a un sistema mecénico. De manera similar , las leyes de Kirchhoff
(1824-1887) nos permiten establecer relaciones entre los elemnetos que proveen y
usan energia en un circuito eléctrico.

Un circuito eléctrico es un dispositivo que permite la circulacién de un campo
eléctrico. Un campo eléctrico es el campo de fuerza asociado a un carga eléctrica.
Finalmente, la carga eléctrica es uno de los constituyentes basicos de la materia y se
reconocen dos tipos que son arbitrariamente designados como positiva y negativa.
El principio general es que cargan iguales se atraen y cargas opuestas se repelen.
La velocidad de la carga eléctrica se denomina corriente. Esto es: si ¢ es la carga,
entonces la corriente es [ = %.

En un circuito eléctrico se reconocen elementos activos y pasivos. Elementos
activos son baterias, pilas, motores eléctricos. Elementos pasivos son resistores,

inductores y capacitores.
Por ejemplo, consideremos un circuito R L. C en serie como en la Figura 13.
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R/ /\/C’

— 00000
(6] L Y

Figura 13

Consta de tres ramas: una resistencia R, un autoinductor L y un capacitor C.

Una rama se puede considerar como un mecanismo eléctrico con dos terminales. Por
ejemplo la rama C tiene terminales 5 y . Estos terminales se conectan entre si para
formar los nodos a, 3, 7.

Por cada rama circula una corriente cuya intensidad se mide por un nimero real,
digamos, ig, iy, tc, donde por ejemplo, i es la intensidad a través del resistor.

Las flechas del diagrama que orientan las ramas indican el sentido en que fluye la
corriente. Si g > 0, entonces fluye de 5 a a.

Ley de Kirchhoff para las intensidades: La suma de las intensidades de corri-
ente que van hacia un nodo es igual a la suma de las que se alejan.

Esto también puede enunciarse como la cantidad neta de corriente a través de
cada nodo es cero.

En nuestro caso

il = 1, 1, = —lic .

El estado del circuito estd caracterizado por la intensidad ¢ = (ig,ir,%c) junto con
la tensién (voltaje), o bien, las caidas de tensién (caidas de voltaje) en cada rama.
Sean estas vg, v, vc.

Para medir la tension se coloca un voltimetro en cada uno de los nodos «, 3, que
marca v(a), v(5), v(y). Entonces

Ley de Kirchhoff para las tensiones: vg + v, — v¢ = 0 (en nuestro circuito,
Figura 13).

Este es un caso particular de la Ley de Kirchhoff para tensiones que dice que la
caida neta de voltaje en un circuito cerrado es cero.

Si se considera el circuito
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B

R
/\C
| —

Figura 14
se tiene

tR =1, = 1% Y Vg + v + v =0.

Ley de Ohm: La caida de voltaje vy a través de un resistor es proporcional a la
corriente I que pasa por el resistor.

UR:RI.

Leyes de Faraday y Lenz: La caida de voltaje a través de un inductor es propor-
cional a la razén de cambio instantaneo de la corriente.

dl
Vv, = L—

dt

Si consideramos el circuito

AN

Figura 15

donde £ = E(t) es una fuerza electromotriz que proporciona un voltaje (o energia
potencial) al circuito en el instante ¢.

Ley de conservacién de voltajes de Kirchhoff: v, + vg = E(t).
Obtenemos asi la ecuacién lineal de primer orden

dl
RI + L— = E(1).

En el caso en que E(t) = Ej es constante,
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dI dI R o
a T 0 @ I L

cuya solucion es
Ry

I(t) = 1 {I(O) + % (egt—1>] .

Observaciones 3.4.1 Imponer la condicién I(0) = 0 quiere decir que en el ins-
tante inicial no circula corriente por el circuito. En este caso antes de iniciar el
circuito nuestra situaciéon puede ser como la mostrada en la Figura 16.

Figura 16

Una condicién del tipo 7(0) > 0 se obtiene cuando existe otra fuerza electromotriz
constante E, que se aplica por un tiempo apropiado para obtener una corriente
estacionaria [(0) (Figura 17).

En el instante t = 0 el interruptor pasa del punto A al punto B cerrando un circuito
propulsado por una fuerza electromotriz E (Figura 18).

i i
e O w

5y
E.() CPE

B
A
Figura 17 Figura 18
En este caso la ecuacion es
R FE
I -1 = — I1(0) = I, >0.
T T L’ (0) 0

Otra situacion se presenta cuando no hay fuerza electromotriz en un circuito
R - L. Antes de activarse el circuito podemos tener la situacion de la Figura 19.
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En el instante ¢ = 0 el interruptor pasa del punto A al punto B, cerrdndose un
circuito que no tiene fuerza electromotriz (Figura 20).

| i i
O
e e

B
A
Figura 19 Figura 20
La ecuacién es R
I' + f] =0, I(0) = I, >0,

cuya solucién es

I(t) = I(0)e L'

Observe que el circuito se descarga una vez que la fuente de voltaje a sido suprimida.
Frecuentemente E(t) es de la forma
E(t) = Ejcos(wt) (fuerza electromotriz alterna)

Se tiene la ecuacion

R E
I' + f[ = focos(wt) :
y suponiendo I(0) = 0, se tiene la solucién
E t
I(t) = —Oelgt/ eL" cos(wu)du ,
L 0
o bien
E() R EOR ,Et
[(t) = m <ECOS(OJt) + (USGII(CUt)) — m@ L~

3.5 Problemas de mezclas

Para la obtencién de un remedio, de una pintura, de un trago preparado, en escala

., es necesario mezclar diversos ingredientes los cuales hacen parte de una solucién
perfectamemnte homogeneizada (esto es: no importa la muestra, la distribucién de
ingredientes es siempre la misma). Por ejemplo, consideremos un recipiente de V'
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litros de capacidad que contiene una solucién perfectamente homogeneizada (por
ejemplo: agua y sal) como en la Figura 21.

@)

A

Figura 21

Se accionan simultaneamente las llaves A y B, haciendo ingresar por A agua pura a
razon de a lts/min y se extrae solucién por B en la misma proporcion.
Sea x(t) la cantidad de sal presente en un instante ¢ posterior. Entonces

z(t)

2 es la cantidad de sal por litro en el recipiente,

y la variacién de la cantidad de sal es

De esta forma

z(t) = x(0) e V',
Si en lugar de agua pura entra una solucién que contiene ¢ gramos de sal por litro,
entonces

es decir

dx a o
— = ——dt — z(t) =V-c+ (z(0) = V-c)e v,
—0 = -2 () (+(0) = Vo)
Las multiples posibilidades que se presentan en los problemas de mezclas se reducen
a la ecuacion
& =e(t) — s(t),

donde e(t) y s(t), son respectivamente, la cantidad de sal que se anade y se retira
en el instante de ¢.

Ejemplo 3.5.1 Considere el mismo recipiente de la Figura 21 y suponga que de
nuevo por la llave A entra agua pura a razén de a lts/min; pero que por la llave B
sale solucion a razén de b lts/min, con b > a.
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Tenemos entonces
e ¢(t) = 0 (no hay entrada de sal).
e V — (b—a)t: esla cantidad de liquido presente en el instante ¢.
° % . es la cantidad de sal por litro en el instante ¢.

Luego
x(t) grs Its
t) = — 57 2
W=yt "wom

y nuestra ecuacion es

dzx b

dt V- (b—at

Separando variables obtenemos

LA —ﬁdt — (1) = 2(0) {1 _ b;“t]” .

Ejemplo 3.5.2 Suponga la misma situacion anterior, pero entrando por A en lugar
de agua pura, solucién con concentracién de ¢ gramos por litro.

Tenemos

1t
e(t) = BB

It min ’

s(t) = i grs , Its
SV —(b—a)t It min ’

y nuestra ecuacion es
dz xb
_ = CcqQ— — -
dt V —(b—a)t
Esta es la ecuacion lineal de primer orden

dx n

— ——— 1 = ca,
dt V —(b—a)t

cuya solucion es

o(t) = CV<1 - b;‘%) + (2(0) — oV) <1 - b;%)"b“ |

Ejemplo 3.5.3 Consideremos ahora dos tanques como en la Figura 22
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@)
A
Vi Va
B @)
@) C
Figura 22

Al primero de V; litros de capacidad entra agua pura a través de la llave A a
razén de b lts/min. Por la llave B, también a razén de b lts/min sale solucién del
primer tanque y entra en el segundo. Finalmente del segundo tanque, por la llave
C sale solucién a razén de b lts/min.

Sea x1(t), x2(t) la cantidad de sal en el primer y segundo tanque, respectivamente,
en el instante . Tenemos entonces, en el primer tanque, razén de entrada e;(t) = 0
y razon de salida

Vi It min
Por otra parte, en el segundo tanque, la razén de entrada ey(t) es igual a la razén
de salida del primer tanque s;(¢). Luego

1
s(t) = n(t) grs , lts

() grs , lts

£ =
ea(t) Vi 1t  min’

y la razén de salida es

xo(t) grs b Its
Vo It min

Tenemos asi el sistema de ecuaciones diferenciales

: _ b
ry = T 1

S9o (t) =

: _ b b
Tro = Vll'l - 72272

Consideremos ahora b = 2 1t/min, V; = 1 It, V5, = 2 It y las condiciones iniciales
z1(0) = 5 gry z2(0) = 6 gr y tratemos de determinar cuanto debe funcionar el

sistema para que del segundo tanque empiece a salir solucién con concentracién por
debajo de 1 gr/lt.
Con estos valores tenemos el sistema

.Z:l = -2 1
.1:2 = 2 r1T — To
Resolviendo la primera ecuacién obtenemos

xl(t) = 567%7
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y reemplazando en la segunda ecuacion tenemos la ecuacion lineal
Ty + 19 = 1072 .

Por lo tanto, usando la Férmula de Leibniz (2.34),

t
To(t) = e’ </ etloeztdt—|—6> =  1(t) = 16e " — 10e .
0

Debemos encontrar t tal que

7 _ _
210 = 1 esdecir 16" — 10e % = 2.
Vs

Poniendo v = e~! y dividiendo por 2 tenemos la ecuacién
5u? —8u+1 = 0,
cuyas soluciones son

4+ /11 4— /11
u = %Nme’ y un = ——— ~0.1368.

Como para t positivo u = e~! < 1, tenemos que

upy=e' = t~1,989.
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Ejemplo 3.5.4 Queremos inyectar un medicamento en un érgano humano. Supon-
gamos que el volumen de circulacién sanguinea del 6rgano es 150 cm® y que se
inyectan 1 cm?®/min de agua destilada con 0.3 mgr/cm?® de concentracién de medica-
mento. La sangre entra al érgano a la misma razén que sale. Si en el instante
inicial no hay presencia del medicamento ; En qué momento la concentracién del

medicamento en el érgano sera de 0.05 mgr/cm??

Si designamos por z(t) la cantidad de medicamento presente en el érgano en el

instante ¢, tenemos z(0) = 0 y nuestra ecuacién es
x
z =031 - —-1.
150

Tenemos entonces la ecuacion lineal

cuya solucion es .
z(t) = 45 — 45e 0" .
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Queremos encontrar ¢ tal que

z(t) 5
= 005 = —.
150 100
Entonces
— 75 7#{
z(t) = 10 = 75 =— 45 — 45e¢ 0" = 7.5
— e‘ﬁf = E
45
= —it_ = In —37'5
150 45
_ 37.5
= { = —150In <E> min.

Ejemplo 3.5.5 Una solucién de acido nitrico fluye a razén constante de 6 1ts/min.
hacia el interior de un gran tanque que inicialmente contiene 200 litros de una
solucion del mismo dcido al 0.5%. La solucién contenida en el tanque se mantiene
uniformemente distribuida y sale del tanque a razén de 8 It/min. Si la solucién
que entra al tanque es del 20 % de 4cido nitrico, determine la cantidad de este
acido presente en el tanque al cabo de ¢ minutos. j En qué momento el % de 4cido
contenido en el tanque serd de 10 % ?

Sea x(t) la cantidad de &cido nitrico presente en el instante t.
Ingresan: 6 1t /min. al 20% , lo cual significa: 1.2 1t/min.

Salen: 5ot 1t/min. luego de ¢ minutos.

Luego la ecuacion diferencial es

dv_ . Ao

dt 100 — ¢
o bien p A

xr

ax — 12,

at T100—¢"

La ecuacién es lineal y su solucion general es
oty = s { s [rae —dt}
—  pAln(100—1) {c 119 / 641n(100t)dt]
= (100 —¢t)* [c +1.2 /(100 — t)%lt]

= (100 —t)* [c + %(100 — t)?’]

= ¢(100 — t)* + 0.4(100 — ¢t)..
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En ¢ =0 hay 200 1t. al 0.5% . Por lo tanto z(0) = 11t. Asi
1=¢-100*4+0.4-100 = ¢ = —39-1007%.

Entonces

o(t) = 0.4(100  ¢) — 39 (1 _ ﬁy .

Ahora, si t es el instante en que en el estanque hay 10% de 4cido, debemos tener

100 - "T(it)~
200 — 2t

lo que implica

~\ 4
100 — 7 1
5(0.4—39 | =1
[ < 100 ) 100—t]

es decir 105
2———(100—¢)® =1
1004( 00 —1)
lo que implica
(100 — )% = L00° t = 19.9573 min
195 T ‘

3.6 Problemas resueltos

Ejercicio 3.6.1 Dada una curva y = y(z), sea Lr(z) la longitud de la recta tan-
gente entre el punto P = (z,y(z)) y su punto de inteseccién T' con el eje OX.

a) Demuestre que

b) Si a es una constante no nula, encuentre la ecuacién diferencial de la familia
de curvas que verifican
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¢) Demuestre que la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas del
item b) estd dada por

1
y(xr) = —cosh(ax +b), b €R.
a

Solucién. a) Tenemos en el tridngulo T'S P

5 PS Y
L — PT 9 - - = — .
T y sen(0) BT T
Ademés
Y = tan(9) = sen(6) -sec(d) = ==/ I+ ) .
T
lo que implica
Y
br = SVI+ W)
b) Tenemos
)
of = IVITWP = ay = VITWP = @R = 1)

Luego
@y -1() =1 = Vay?-1ly =1,

y obtenemos la ecuaciéon diferencial

y = !
a?y®> — 1

c¢) La ecuacién diferencial para las correspondientes trayectoria ortogonales es

y = —Vary?—1-

Separando variables obtenemos

dy

= —dx,

e integrando

1 b
—ln(ay+\/a2y2—1) = —r——-
a

a
Por lo tanto

ln(ay+va2y2—1> = —(ax+b) = ay++ax?2—-1 = e (@)
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Esto implica
e0x+b + e—(ax—l—b)

ay = 5 )

y asi

1
y(r) = —cosh(az +b), b€ R.
a

Ejercicio 3.6.2 Un profesor redacta las notas del curso con una rapidez propor-
cional al nimero de hojas ya escritas. Por otra parte sus alumnos son capaces de leer
los apuntes con una velocidad constante. Al comenzar el curso, el profesor entrega
10 hojas a sus alumnos y posteriormente se las va proporcionando a medida que las
escribe. Determine el atraso de uno de sus alumnos en la lectura de las notas al
finalizar el 3°" trimestre si al cabo del primero llevaba un atraso de 20 paginas y al
término de 6 meses un atraso de 70 paginas. Considere cada trimestre de tres meses
sin receso entre cada uno de ellos.

Solucién. Usemos las siguientes variables:

t : tiempo medido en meses.
H(t) : nimero de hojas escrita al cabo de ¢ meses.
L(t) : nimero de hojas leidas al cabo de ¢ meses.

Tenemos entonces los siguientes datos
H(0)=10, L(0)=0, H(1)=L(1)4+20, H(2)=L(2)+70,
y las ecuaciones diferenciales

dH dL

g &
dt g P

Sea H el nimero de hojas (notas) ya escritas. Tenemos entonces

H
dd—t = kH = H(t) = ce.

La condicién inicial H(0) = 10 implica ¢ = 10, y por lo tanto
H(t) = 10",
Por otra parte, si L es la variable que indica la lectura de los apuntes, entonces

drL
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La correspondiente condicién inicial
LO) =0 = ¢ =0 = L) = pt.
Ademas las relaciones

H(3) = L(3) + 20,
H(6) = L(6) + 70,

implican el sistema

10e3* = 3p + 20
10e5* = 6p + 70.

Restando la segunda ecuacién con dos veces la primera y poniendo z = e*!, se

obtiene la ecuacion cuadratica

1022 — 202 = 30,

cuya solucién positiva es z = e3* = 3. De esta forma
In(3) 10
k — _ — .
3 T P73
Asi 10
H(t) = 10557 L) = ¢,

y el nimero de paginas de atraso al cabo de 9 meses es

H(9) — L(9) = 10e3™3) — 30 = 270 — 30 = 240.

Ejercicio 3.6.3 Un modelo matematico para describir la poblacion humana es
7'(t) = ax(t) — bxr?*(t) donde a = 0,029 y b = 2.695 - 107'2. ; Cudntos habitantes
llegard a tener la Tierra segin este modelo? Justifique sus afirmaciones.

Solucidon. La ecuacion es de variables separables y se puede escribir de la forma

dzx

— = dt,
ar — bx?

o bien

1
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Luego integrando obtenemos

at + ¢ = In ,

Sl IS

de donde

bx ut a cel
= ce — x(f) = — .
®) b1+ cet

La cantidad de habitantes que llegara a tener la Tierra se obtiene calculando

a—br

lim (t) = % = 1.076-10%.

t—o00

Ejercicio 3.6.4 Un esquiador acuético ubicado en el punto (a,0) es tirado por un
bote localizado en el origen y que viaja hacia arriba a lo largo del eje OY. Hallar la
trayectoria del esquiador si éste se dirige en todo momento al bote.

Solucién. Supongamos que en el instante ¢ > 0 el bote esta en el punto (0,b) y que
el esquiador estd en el punto (z,y).

b ...
Lo
T a
Figura 24
Debemos tener entonces
P+ y—0? =a = |y-b|l=+Va—12 = b—y=+Va2— 12,

ya que b > .
Como la curva y = y(z) es decreciente tenemos también

dy  b-y va? — x?

dx T T

Luego como y(a) = 0, integrando obtenemos

ylz) = —/j#du-
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Para calcular esta integral ponemos u = acos(t), que implica du = —asen(t) y

Va? —u? = asen(t). Asi
arccos(%) a?sen? arccos(f)
y(z) = /0 asen (V) _ /0 (sec(t) — cos(t))dt

a cos(t)

= a/[In(sec(t) + tan(t)) — sen(t)] /:I“CCOS(%)

-z 2
a? T
= a|ln + = —\/1-=
z a
a
2 2
a—+va—=x
= aln —Va? — x?
T

Ejercicio 3.6.5 Considere un tanque que contiene 1.000 litros de agua, dentro del
cual una solucién salada de salmuera empieza a fluir a una velocidad constante
de 6 litros por minuto. La solucién dentro del tanque se mantiene bien agitada
y fluye hacia el exterior del tanque a una velocidad de 5 litros por minuto. Si la
concentracion de sal en la salmuera que entra al tanque es de 1 kilégramo por litro,
determine cuando serd de 63/64 kilégramo por litro la concentracién de sal en el
tanque.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante . Entonces
la velocidad de entrada de sal al tanque en el instante ¢ es

También en el instante ¢, la cantidad de liquido en el tanque es de

V(t) = 1.000+ (6 — 5)¢ 1t
la concentracion es
z(t) Kg
1.000+¢ 1t °
y la velocidad de salida de sal es
It z(t) Kg
min  1.000 +¢ 1t

Luego nuestra ecuacion diferencial es

s(t) =5

dx 55
7 =% o TO=0.
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Para resolverla, consideramos primero la ecuacién homogénea

95

dr T
dt — 1000+t°
que se puede escribir
d 5
A
T 1000 + ¢
La soluciéon de la homogénea es
c
) = —— -
=) = Too0x
Haciendo variar la constante ¢ = ¢(t) y reemplazando en la no homogénea obte-
nemos
_la) =6 = d(z) = 6(1000+1t)° = c(t) = (1000 +t)°+c.
(1000 + t)>

Por lo tanto

c
t) = 1000+t 4+ —=-
#(t) T 000 £ 5
Como z(0) = 0, tenemos ¢ = —1000°, y entonces nuestra solucién es
t) = 10004 ¢ — 20
x(t) = S —
(1000 + t)5
Asi, la concentracion del sal en el estanque en el instante ¢ es
10008
1000 + ¢ (1000 + ¢)6
Tenemos que encontrar ¢ tal que
B 1000° _ 63
(1000 +1)¢ 64
Entonces
1 1000°

= —————— = (1000 +1¢)° = 64-1000° = 1000+t = 2000,

64 (1000 + ¢)S

y por lo tanto

t = 1000 min.
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Ejercicio 3.6.6 El eje OY y la recta x = ¢ son las orillas de un rio cuya corriente
fluye a velocidad uniforme a en la direccién de y negativa. Una barca entra al rio
por el punto (¢,0) y se dirige hacia el origen con velocidad b relativa al agua. ;Qué
trayectoria seguird la barca? Determine condiciones para a y b que permitan a la
barca alcanzar la otra orilla. ;En qué punto tocard tierra?

oy (Cv 0)

Figura 25

Solucidon. Las componentes de la velocidad de la barca son
d d
d—f = —bcos(d) d—z = —a+ bsen(f),

lo que implica

_ —y
 —arken) RS W /TRl
dr ~— —bcos(f) —b\/% - b ;
w2ty

que se puede escribir de la forma,

d a 2
_y:_ 1_|_(y> _|_%.

dx b x
Haciendo el cambio de variables z = ¥, obtenemos
d 1d 1 1
e _1d oy Lty )L,
dx x dx x? x \b x

es decir la ecuacién

Separando variables tenemos
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integrando

In (z + m> = % In(z) + In(C),

y exponenciando

2+ V1+22 = Cas.

Despejando z obtenemos

1 a 1 a
z:i{C’xb—ax_b],
lo que implica
@) = gu |Cab = Zah
T) = - rb — = :
v 2 C
Imponiendo la condicién inicial y(c) = 0, obtenemos
a 1 _a _a
ch — b —_— C = C b7

60

v =5 ()7 - ()]

y por lo tanto

97

Observemos que la barca llegard a la otra orilla del rio solo si y(z) esta definido

en x = 0. Para que esto ocurra debemos tener 1 — £ > 0, es decir b > a.

Para b > a tenemos y(0) = 0, y luego la barca llega a la otra orilla en el punto

(0,0). Pero si b= a, tenemos

w0 = 5[(5)" 1],

y por lo tanto la barca llega al otro lado en el punto (0, —5).

Ejercicio 3.6.7 Una fabrica de papel estd situada cerca de un rio con un fluido
constante de 1000 m?/seg, el cual va a dar a la tnica entrada de un lago de volumen
10° m®. Suponga que en el instante ¢t = 0, la fabrica de papel comienza a bombear
contaminantes en el rfo a razén de 1 m®/seg y que la entrada y salida de agua del
lago son constantes e iguales. ;Cudl serd la concentracién de contaminantes en el

lago en cualquier tiempo t7

Solucién. Tenemos V = 10°, velocidad de entrada y salida de agua del lago es
a = b = 1001, y la concentracion de contaminantes en el agua que entra al lago es

¢ =1/1001. Luego nuestra ecuacién diferencial es

1001 €T
P = — — 1001
T = 001~ 108 001
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o bién
- 1001 =
T =
109

La solucion de la ecuacién homogénea es

zp(t) = ¢ e 100

Usando el método de variaciéon de parametros, buscamos una solucién de la ecuacion

no-homogénea de la forma
1001

z(t) = c(t) e w°

Entonces debemos tener

9
e ! =1 = () =’ = ) = 107 e c,
1001
y luego
(t) 109 I _10091
= — 10
1001 ¢
Pero ) 9
10 10
#0) = fo1 T © ¢ 1001

y por lo tanto

10?
() = Too1 <1 N efﬁ%gt> '

De esta forma la concentracién de contaminantes en el lago en el tiempo ¢ es

:C(t) 1 _ 1001 4
M) _ Loy
i 1001 ( €

Ejercicio 3.6.8 Se ha determinado experimentalmente que la variacién de peso de
un tipo de pez varia segun la ley

dp 2/3
— = j— ,
I p B
donde p = p(t) representa el peso del pez y «, B son constantes positivas que

caracterizan la especie. ;jPara qué valor del tiempo ¢ le parece razonable autorizar
la captura de peces de esta especie?

Solucién. Como la ecuacion diferencial

dp _ 2/3
7 + Bp = ap
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es del tipo Bernoulli, hacemos el cambio de variables

1 oli du 1 _2dp
uw = p3 que implica — = —p 3 —-
proAue mmpnet gy T 3P T
Sustituyendo obtenemos la ecuacion lineal
du
3— + fu = «a.
dt b

La solucion es

es decir N ,
u(t) = 3 + ce” 3!
Por lo tanto 5
p(t) = (% + ce gt)
a
En el instante de nacer tenemos p(0) = 0. Luego ¢ = 3 y

Como esta funcién es creciente, el mayor peso es

«

3
Poo = lim p(i) (ﬁ> ,
y un tiempo razonable para autorizar la captura serd, por ejemplo, aquél para el

3
cual p(t) > 1 P esto es

Ejercicio 3.6.9 En el interior de una casa, y en un cierto instante, el termémetro
marca 70° F. El termometro se traslada al exterior de la casa, donde la temperatura
del aire es de 10° F. Tres minutos después el termémetro marca 25° F. Determine
la ecuacién que permite conocer la temperatura del termoémetro en el exterior de la
casa en cualquier instante t.

Solucién. Segin la Ley de enfriamiento de Newton, la ecuaciéon diferencial es

dr
— = —k(T — 10
= k(T — 10),

y tenemos los datos
T(0) = 70, T(3) = 25.
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Separando variables obtenemos

ar
T —10

= —kdt = In(T — 10) = —kt + ¢ = T() = 10 + ce ™.

La condicion
TO) =70 = ¢=60 = T() = 10 + 60e **.
La otra condicion

1

TB) =25 = 25 =10+60e%* = ﬁ’f:i = k= - In(4).
t

fﬁ

7|

Ejercicio 3.6.10 Una barra de largo L, seccién transversal A y densidad (masa
por unidad de volumen) p, se sumerge en un liquido de densidad p. Recuerde que
segtin el principio de Arquimides: el liquido ejerce sobre el cuerpo que se sumerje
una fuerza opuesta que es igual al peso del fluido desplazado por el objeto. Si x
denota la parte de la barra sumergida, considerando una velocidad inicial vy,

Por lo tanto

T(t) = 10 + 60

a) Obtenga la ecuacién diferencial que describe al movimiento.
b) ; Hasta que profundidad desciende la barra?

c) Si vy =0 cual es la condicién para que la barra descienda completamente?
;. Cual es la velocidad méxima de descenso?

Solucién. a) Seam = L- A - py la masa de la barra y sea t = 0 el instante en
que se comienza a sumergir la barra. Las fuerzas que actuan sobre el objeto son la
fuerrza gravitacional m g y la fuerza F; dada por el principio de Arquimides. Como
z(t) denota la longitud de la parte sumergida en el instante ¢ y el peso del fluido por
unidad de volumen es pg, el peso del fluido desplazado en el instante ¢t es Ax(t) pg
y por lo tanto Fy = —Apgxz(t). Entonces aplicando la Segunda Ley de Newton

m - 2" = suma de las fuerzas que actuan sobre el objeto

se tiene la ecuacién
n

m-x" = mg — Apgx(t).

b) Haciendo v = 2/, en las variables v y z la ecuacién anterior queda

dv Apgr

v_
dzx m
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Separando variables obtenemos

e integrando

1
k = 51)3,
y asi
v? = 291 — £PY 42 + g,
m
Poniendo el valor de m, se reduce a
2 P9 2 2
v = 2gr — —z° + v].
po L 0

La barra desciende hasta v = 0. Luego, para determinar hasta donde desciende la
barra debemos resolver la ecuacion cuadratica

PY o 2
—z" — 2gx —v; = 0,
po L 0
cuyas soluciones son
I .
e = 2~ g £ (/¢® + ﬂv%
P9 L pol "]
Luego la barra desciende hasta
o .
z =22 g+ 2+ ﬂv%
Py L pol "]

c) Siwy =0, la barra desciende hasta

L
x:2p0—,

p

y luego la barra desciende completamente en este caso si

L

p -2
La velocidad maxima de descenso se obtiene cuando g—; = (. Como
" dv dv

— :_U,

dt dzx
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tenemos

dv
dx
De esta forma la velocidad méaxima de descenso se obtiene cuando

=0 = "=0 = mg — Apgz = 0.

m L po
r = — = —
Ap p



Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

4.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Como hemos visto una ecuacion de segundo orden es de la forma

F(z,y,y,y") =0. (4.1)

Bajo condiciones bastante generales sobre la funcién F', la ecuacién (4.1) se puede
escribir de la forma
d*y
dx?

dy

Como en el caso de las ecuaciones de primer orden, para éste tipo de ecuaciones
también tenemos un teorema de existencia y unicidad de soluciones. Antes de enun-
ciarlo, y a manera de ejemplo de lo que sucede en situaciones muy generales, anal-
icemos la ecuacion

y' = 2° + sen(z).

Integrando sucesivamente obtenemos

y(r) = /x(sz—i-sen(s))ds = %3 — cos(z) + a1,

x 83 $4
y(r) = / (g—COS(S)JrCl)dS =13~ sen(z) + c1x + cz.
To

Como ahora la solucién general depende de dos constante arbitrarias, al imponer la
condicién inicial y(0) = 1, por ejemplo, obtenemos como tnica condicién ¢; = 1. De
esta forma, la familia de funciones que depende de la constante c;

.Z'4

y(z) = T sen(z) + ¢z + 1,
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es solucién del problema,

{ y' = 2? + sen(x)
y(0) = 1.

Para fijar la constante c¢; necesitamos una condicién adicional, que puede ser el
valor de la solucién en otro punto (problema de frontera) o bién, el valor de la
primera derivada en el mismo punto (problema de valores iniciales). Observe que
en el caso de problemas de frontera, estamos pidiendo que la solucion pase por dos
puntos distintos prefijados. Veremos mas adelante, que en muchos caso no existe
tal solucion. Para el problema de valores iniciales se pide que la soluciéon pase por
un punto dado y que la pendiente de la solucién en dicho punto asuma también un
valor dado. A este ultimo tipo de problemas se refiere el siguiente teorema.

Recordemos primero que un subconjunto D del espacio es abierto si todo punto
de D es el centro de un rectdangulo que esta contenido en D. Més precisamente, D es
abierto si para todo punto (zo, Yo, 29) en D, existen nimeros positivos a,b y ¢ tales
que cualquier punto (z,y, z) que satisface |z —xy |[< a, |y —yo |< b, | 2 — 2y [< ¢
también pertenece a D.

Teorema 4.1.1 Sea D un conjunto abierto del espacio (x,y,z) y f: D — R una
funcion continua. Suponga ademdas que f tiene derivada parcial con respecto a y y
con respecto a z, en todo punto de D y que Of /Oy y Of [0z son continuas sobre D.
Sea (o, Yo, 20) un punto de D. Entonces la ecuacién diferencial d*y/dx* = f(z,y,y')
tiene una solucion u definida en un intervalo alrededor de xy que verifica u(zqo) = yo
y u'(xg) = z9. Mds aun, si v es una solucion definida en el mismo intervalo que w,
y se tiene v(to) = yo y v'(xo) = 2o entonces v = u.

De esta forma, bajo las condiciones del teorema, el problema de valores iniciales

{y” = flz,y.9)
?/(350) = Yo, y'(xg) = Zo,

tiene una tunica soluciéon maxima. Es decir, tiene una unica soluciéon que no admite
continuacion. La definicién de continuaciéon de una solucion y de solucién maxima
para este tipo de ecuaciones, es similar a la dada para ecuaciones de primer orden
dada en los parrafos siguientes al Teorema (2.4.1).

Como la prueba del correspondiente teorema para ecuaciones de primer orden, la
demostracion de este teorema escapa a la intencionalidad de este libro. Sin embargo,
acotemos que, introduciendo la variable auxiliar v = dy/dx, nuestro problema de
valores iniciales se reduce a

Lo

donde w = (y,v) y wo = (yo, 20). De modo que este teorema se reduce al teorema
de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de primer orden pero en
dimensiones mayores.
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4.2 Casos simples de reduccion de orden

1. Para f continua sobre un intervalo / considere la ecuacion

d*y
a1

Un ejemplo de este tipo de ecuacion fue dado en la seccién anterior. Como en dicho
ejemplo, integrando una vez obtenemos la ecuacién de primer orden

dy *
pt fw)du+c1 = fi(x) + e,
x 0
donde zy es un punto en I. Volviendo a integrar obtenemos la solucién general:

y(x) = /:c fi(u)du + cox + ¢q

donde ¢; y ¢3 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.2.1 Considere para x ¢ {5 +nr : n € Z} la ecuacién

d*y .

— =sec’(z).

T2 ()
Queremos encontrar la soluciéon general, las soluciones particulares que verifican
y(m) = 1y las soluciones particulares que verifican y(7) =1y ¢/(7) = 0.

Para cada n € Z sea I,, el intervalo abierto ]% +(n—1)m, 5+ mr[. Observe que
cuando | n | es par (resp. es impar) se tiene que cos(z) > 0 (resp. cos(z) < 0) para
todo x € I,,.

Una primera integracion nos da

d
d—i = tan(z) + ¢
y una segunda
(x) =1 ! + +
x)=In{——— T+ cy.
! [eos(a) ) 7T

Luego la solucién general es

o
| cos() |

Yn(2) = In (

>+clx+02, xel,, nezl.

Las soluciones que verifican y(m) = 1 estan definidas en [; = |—Z,Z[. Debemos
resolver la ecuacion
l=y(r)=car+c,
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lo que nos da c3 = 1 — ¢ym. Luego las soluciones que verifican y(7) = 1 son

1

Y(r) = In (m>+c(x—7r)+1, xe]—g,g[.

Si queremos ademds que verifiquen y'(7) = 0, como
y'(x) = tan(x) + ¢;

debemos resolver la ecuacion
0=y (m)=c1.

Luego la solucién es tnica y estd dada por

y(x):ln<m>+l, rel-27

2. Ecuaciones del tipo
d*y dy
w1

con f continua sobre un conjunto abierto A del plano.

En este caso introducimos la variable p = Z—g, de donde se obtiene d—g = 4.
Entonces sustituyendo tenemos

que es una ecuacion de primer orden.

Ejemplo 4.2.2 Resolvamos la ecuacién diferencial

d*y dy
T—> + 2— = x.
dz? dx
Sea p = %' Entonces tenemos Z—g = % y la ecuacion de primer orden
d
x—p + 2p = x.
dx

Esta es equivalente a la ecuacién lineal de primer orden

dp 2
a@w Zh =1
dac+xp ’
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cuya solucién es

p(r) = e~/ 2 [cl +/ef%d"”dx]

1 z3
p(r) = = |a + 3
Pero p = g—g implica
dy c1 x
dr 2 3

Finalmente integrando obtenemos

y(r) = - T Tt
que es la solucién general.
3. Ecuaciones del tipo
d’y dy
drz f(y, %)

con f continua sobre un sobre un subconjunto abierto A del plano.

También en este caso introducimos la variable p = Z—g, obteniéndose

dzy:dp_dp@_@

dr? %_d_ydx_dyp

y la ecuacién se reduce a

dp . dp 1
- P= yP) o bién — = — » P
2 fy,p) iy pf(y )

que es de primer orden.

Ejemplo 4.2.3 Encontremos la solucién general de la ecuacion

P’y dy

< _ 2 —
ydx2 (dx) 0.

107
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Poniendo p = %7 tenemos % = Z—Zp y la ecuacion queda
dp
ypo-—p =0
Y

Dividiendo por p, la ecuacién se puede escribir de la forma

dp _ dy
p Yy
cuya solucion es
p(y) =cy.
Volviendo a las variables y y = tenemos la ecuacion
dy ) dy
—— =11y queesequivalentea — =cjdzr.
dx Y

Integrando obtenemos
In(y) = ¢, x + In(ca)

y exponenciando
y(x) =coe™?.

4. Ecuaciones del tipo
Fz,y,y',y") =0
donde F(z,y,y',y") es la diferencial total de una funcién ¥ (z,y,y').

En este caso nuestra ecuacion es
dy =0
y por lo tanto sus soluciones son las soluciones de la ecuacion de primer orden
bz, y,y) =c
donde c es una constante arbitraria.
Ejemplo 4.2.4 Encontremos la solucion general de
yy" +(y)* =0.
La ecuacion se puede escribir como
d(yy') =0 lo que implica yy' = ¢y,
o lo que es lo mismo

ydy = cidx  cuya solucién es % = c12 + ¢».
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5. Ecuaciones del tipo

F(z,y,y,y") =0
tales que existe funcién p(z,y,y") de modo que p(z,y,y')F(x,y,y',y") es la diferen-
cial total de una funcién ¢ (z,y,y’).

Como en el caso anterior, resolvemos v (z,y,y’) = c¢. Entonces cada solucién de
esta ecuacion es solucién de F(x,y,y',y") =0 o/y de u(z,y,y’) = 0. Luego, debe-
mos eliminar las soluciones superfluas, es decir aquellas que verifican u(z,y,y’) =0
o aquellas que indefinen p y no verifican F(z,y,y’,y") = 0.

Ejemplo 4.2.5 Encontremos usando este método nuevamente la solucién general
de

yy' — ()= 0.

Multiplicando por pu(y) = y—12 se obtiene

no__ AV
vy 2(y) _a¥y=o.
Y )
Luego tenemos

4y _ cde = In(y) = c1z + In(ca)
Y

= y(r) = ce™”.

La tnica funcién candidata a ser solucién superflua es y = 0 (ya que g no estd
definida para y = 0), pero no lo es ya que claramente es solucién de la ecuacién
original.

6. Ecuaciones del tipo
F(z,y,9,y") =0

donde F' es homogénea respecto a la segunda, tercera y cuarta variable; es decir,
existe n € N tal que para todo (z,y, z,w) se tiene

F(x,ky, kz, kw) =k"F(x,y, z,w).

Introducimos una nueva variable z a través de la expresion

y:efzd;v‘

Derivando ambos lados con respecto a x dos veces, se obtiene

y/:zefzda: y y//:(zz_i_zl)efzdav7
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y al reemplazar en nuestra ecuacién

OZF(.ZL',y,yI,y”) _ F(x7efzdx7z€fzdm’(22_|_zl)€fzdm)
MR (51, 2, 22 + 2
= F(z,1,2,22+2') =0, que es de la forma

f(x,2,2') =0 (ecuacién de primer orden).
Ejemplo 4.2.6 Resolvamos la ecuacion

yy" = (y)* = 6zy”.
Aqui F(z,y,9,y") = yy" — (v')*> — 62y*> , que es homogénea con n = 2.
Poniendo y = e/ *% la ecuacién se transforma en

212 (2 42— 22 —6x) =0 que es equivalente a 2 = 6.
La solucién de esta ultima ecuacion es
2(z) =32° + 1,

lo que implica

y(x) — ef(3;v2+cl)d;v — 6x3+c1;v+02

Y

y por lo tanto
;v3+01;v

y(x) = coe

4.3 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden
Son ecuaciones de la forma
ao(2)y" + a1 ()Y’ + ax(z)y = ¢(z). (4.3)

donde en general ag, a1,as v ¢ son funciones continuas definidas en un intervalo 1.
Un ejemplo importante de este tipo de ecuaciones es la que modela el movimiento
de una masa acoplada a un resorte:

m—s + c— + kx = F(t),

donde m representa la masa del objeto, ¢ y k son constantes y F' es una funcion
dada.

Volviendo a la ecuacién (4.3), si ag(z) # 0 para todo = € I, dividiendo por ag(z),
reducimos (4.3) a su forma normal

Y +p(x)y +pa(x)y = g(x). (4.4)
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Por lo tanto (4.4) es de la forma " = f(x,y,y') con f(z,y,2) = g(x) — p2(x)y —
p1(x)z. Asi tanto f, como Of /0y = —pso(z) y 0f/0z = —p1(z) son continuas en
I x R?, y entonces nuestra ecuacién verifica el Teorema de Existencia y Unicidad
(4.1.1). Més que esto, se puede probar que, dado un punto (zo,%o,2) € I x R?,
existe una unica solucién u de (4.4) definida en todo el intervalo I, tal que u(xy) = yo

y u' (o) = 2p.

Para deducir con mayor facilidad importantes propiedades de este tipo de ecua-
ciones diferenciales, asociado a las funciones p; y po de antes, consideremos el ope-
rador L que toma cualquier funcién u, dos veces diferenciable sobre el intervalo I,
y le asocia la funcién L[u] definida por

Lu](x) = u"(x) + pr(x)u' () + po(x)u(z) . (4.5)
Usando este operador la ecuacién (4.4) se escribe de la forma
Lly] = g(z), (4.6)
Tal operador se llama operador diferencial lineal pues verifica:

1) Llcu] = ¢L[u] para todo ¢ € R,
2) L[Ul + Uz] = L[Ul] + L[UQ]

Combinando ambas propiedades se obtiene
3) LI> p_ ceur]) = > crL[ug], donde ¢q, ..., c, € R.

La demostracion de 1), 2) y 3) es muy sencilla y se deja de ejercicio para el lector.

4.3.1 Ecuacion Lineal Homogénea de Segundo Orden
Son ecuaciones de la forma
y" +pi(2)y + pa(z)y =0. (4.7)
con pp, po funciones continuas definidas en un intervalo 1.
Usando el operador diferencial L esta ecuaciéon se reduce a
Lly|=0. (4.8)
Como consecuencia de la linealidad de L, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 1) Si y; es solucion de la ecuacion (4.8), entonces para todo
c € R, cy; es solucion.

2) Si y1,ys son soluciones de (4.8), entonces y; + y2 es solucion.
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3) Luego si yi,...,Ym son soluciones de (4.8), entonces cualquier combinacion
lineal de ellas, digamos > ;- | cpyi, es solucion.

4) Si (4.8) (con coeficientes p;(x) reales) tiene una solucion compleja y(z) =
u(x) + tv(z), entonces la parte real u(x) y la parte imaginaria v(x) son solu-
ciones (reales) de (4.8).

5) Siy es solucion de (4.8) y existe xoy € I tal que y(xg) = y'(x9) = 0, entonces
y(z) = 0 para todo z € I.

Demostracién: 1) y 2) se dejan como ejercicios. 3) es consecuencia directa de 1)
y 2). Para 4), notemos que si y(z) = u(x) + iv(x) es solucién de (4.8), entonces

Llyl(x) = Llu](x) + iLv](x) = 0, paratodozel.

Pero como un niimero complejo es cero sélo si su parte real y parte imaginaria son
cero, tenemos que

Liu)(z) = 0, L[v](z) = 0, paratodorel,

y por lo tanto u y v son soluciones de (4.8) en I.
Finalmente 5) sigue directamente del teorema de existencia y unicidad, ya que
la funcién idénticamente cero es también solucién.

Definicién 4.3.2 Las funciones uy(x), ..., u,(x) se dicen linealmente dependi-
entes (L.D.) en el intervalo I, si existen constantes cy, ..., ¢y, no todas nulas, tales
que

crug () + - -+ cpun(x) =0 para todo x € 1. (4.9)
Las funciones uy(x), ..., uy(x) se dicen linealmente independientes (L.I) en I
si (4.9) se verifica solo cuando ¢; = --- = ¢, = 0.
Ejemplo 4.3.3 Las funciones 1,z,22,...,2" son L.I. en cualquier intervalo I.

En efecto si
co+car+eri+-4er"=0 Veel

entonces, todo x € I es raiz de este polinomio que es de grado < n. Como todo
polinomio, salvo el constante igual a cero, tiene sélo un nimero finito de raices,
tenemos que ¢ =¢; =co =+ =¢, = 0.

Ejemplo 4.3.4 Si ki # ko las funciones €%, e*® son L.I. en cualquier intervalo 1.
En efecto, la relacion
1M 4 oepef?® =0 Ve el
= ¢+ = el
—  (derivando) (kg — k1)cpef2 )T =0 Vel
— =0 =—c; =0.
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Ejercicio 4.3.5 Demuestre que las funciones e*, ze** son L.I. en cualquier intervalo

I.

Ejercicio 4.3.6 Demuestre que las funciones sen(kx), cos(kx) son L.I. en cualquier
intervalo I.

Teorema 4.3.7 Si y;,y2 son L.D. en I, entonces el determinante (llamado wron-
skiano)

W(x) =Wy, yof(z) = ‘ ;ﬁ%x) zz(l‘) ‘ =0 Vzel.

Demostracion. Sean ¢, ¢y constantes no ambas nulas tales que

c1y1(z) + caya(r) =0 Va € I. Entonces también
vy (x) + cays(x) =0 Ve el

Si, por ejemplo ¢; # 0, multiplicando la primera ecuacién por y;(z) y la segunda
por yi(x) y restando, se obtiene para todo = € [

W (@)y2(r) —p(@)y(r) =0 = oW(@)=0 — W(z)=0.
Recuerdo 4.3.8 Eziste (z,y) # (0,0) tal que

{A1$+A2y =0 <:>‘A1 A2 3&0

Bl.ZL' + B2y =0 B]_ B2

Teorema 4.3.9 Sean vy, y> son soluciones L.I. en I de la ecuacion lineal homogénea
y" +pi(2)y + pa(2)y =0,
con coeficientes continuos py(x), pa(x) en I. Entonces el wronskiano

Y2 (CU
Ya(

8

;‘7&0 Veel.

Demostracién. Supongamos existe x, € I tal que W(xy) = 0. Entonces existen
constantes ¢y, co, no ambas nulas, tales que

{ a1 (o) + coya(wo) =0
aryi(zo) + coys(wo) =0

Pero entonces, y(x) = c1y1(x) + coy2(z) es también solucién y verifica y(zy) =
y'(zo) = 0. Esto implica que y(x) = 0 para todo x € I, y luego ¢; = ¢ = 0. Esta es
una contradiccién y por lo tanto W (x) # 0 para todo x € 1.
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Teorema 4.3.10 Sean yi,y> son soluciones L.I. en I de la ecuacion lineal ho-
mogéneaq
y' +pi(x)y +pa(2)y =0,

con coeficientes continuos py(x),ps(z) en I. Entonces la solucion general de esta
ecuacion es

y(x) = cryr(z) + caya(x),  con 1, € R.

Demostracién. Sea y(z) solucién cualquiera de nuestra ecuacién. Debemos de-
mostrar que existen constantes cg, cs tales que y(z) = c1y1(x) + cay2(x), para todo
x el

Fijemos g € I y sean yy = y(z9) y 20 = ¢'(xp). Consideremos

o = Wo¥a(T0) = 2o82(w0) - yovi(To) — 2oy (7o)
W (o) ’ W (o)

Es inmediato verificar que con estos valores de ¢y, ¢o, se obtiene:
c1y1(xo) + c2ya(w0) = Yo
1y (To) + cayp(To) = 20

Entonces la solucién a(x) = ciyi(z) + coya(x) verifica las condiciones iniciales
a(xg) = yo y &' (x9) = z9. Como la solucién y(x) también las verifica, concluimos
que y(z) = a(z) = cryi(x) + coys(x), para todo = € I.

Corolario 4.3.11 El numero mdximo de soluciones linealmente independientes de
la ecuacion y" + pi(x)y + p2(r)y =0 es dos.

Ejemplo 4.3.12 Considere la ecuacién

y —y=0.

Se puede chequear directamente que las funciones y;(z) = € y yo(x) = €7

soluciones particulares. Ademdas como son L.I., la solucién general es

son

y(r) = cre” + e, 1,00 €R.

Férmula de Abel. Si conocemos una solucién particular y;(x) de la ecuacién

Y+ pi(@)y + pa(x)y =0,

hagamos la sustitucién y(z) = yi(z)z(z) con z(z) = [ u(z)dz.
Tenemos que

y = yztud, y
= Yz +2y2 +uy 2"
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Reemplazando en la ecuacion obtenemos

vz +2y12 + 2" +pi(yiz + yiZ') + peynz =0
= (9] + oy +pavi)z + 2y +pyn) 2 + 2" =0
= (2y] +py1)2 + 2" =0.

Como z'(z) = u(z), nos queda la ecuacién de primer orden de variables separables
(2y; + piy1)u + yrw’ = 0.

La podemos escribir de la forma

d !
== (_2ﬂ — p1)dz,
Uu 1
cuya solucién es
1
_ — [ p1(z)d=
u(x) = e .
(@) y1(x)?
Esto implica que
( ) /e_fpl( )da
z(x) = T,
yi(z)?

y por lo tanto

I férmula de Abel
Yo () —yl(x)/W T, (férmula de Abel)

es una segunda solucién de nuestra ecuacion

Y+ pi(x)y + pe(z)y =0.

Finalmente observe que estas soluciones son L.I. ya que el correspondiente wrons-
kiano es

W(z) = e Jm(@)dr

Ejemplo 4.3.13 Resolver la ecuacién z2y” — xy' + y = 0, sabiendo que y;(z) =
es una solucién particular.

El primer paso es escribir la ecuacion en la forma en que podemos aplicar el proce-
dimiento anterior ( y” libre de variables). Dividiendo por z? tenemos

1 1
y"——y'+—2y:0.
s xr

1
De esta forma p;(x) = —— y usando la férmula para z(z) obtenemos
T
—J(=3)d [ Ldx
e v el =
z(x) = /de = / p dx
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Por lo tanto la segunda solucién que se obtiene es
y2(z) = zz(x) = z In(z),

lo que implica que
es la solucion general.

4.3.2 Ecuaciones Lineales Homogéneas de Segundo Orden
con Coeficientes Constantes

Ahora nuestra ecuacién es
n !
apy + a1y +ay =0, (4.10)
con ag, ai, as constantes reales, ag # 0.

Los ejemplos anteriores sugieren buscar soluciones de la forma y(z) = €, donde
k es una constante real a determinar. Tenemos entonces

yl(l‘) — kekm y y"(x) _ k26kx )
Reemplazando en (4.10) se obtiene
kx 2 —
(& (aok —|—a1k:+a2)—0.

Luego
y(r) = €M% es solucién de (4.10) <= k; es solucién de la ecuacién cuadratica

a0k2+a1k+a2 =0. (411)
Tal ecuacién es llamada ecuacién caracteristica asociada a (4.10).

Casos posibles. Sea d = a? — 4agas, el discriminante de la ecuacién caracteristica
(4.11), y ky, ko sus raices.
1) d > 0. Entonces ky, ka son raices reales y distintas de (4.11),

—ay —Vd —ay +Vd

by — 1+ V"
! 2@0 ’ 2 2@0

y la solucién general es

y(x) = c1eM¥ + e ¢, ey €R.



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 117

2) d = 0. Entonces k; = ky = —5- € Ry yi(v) = ef1? es solucidn.
Afirmacién y»(z) = zef'* es también solucién.
En efecto,
yé(.ﬁ[;) = klxeklx + €k1x = klyz(l‘) + €kla7 (412)
—  yh(z) = kyyh(z) + krefr® . (4.13)
De la ecuacién (4.12) obtenemos "% = yh(z) — kyy2(z). Reemplazando esto en

(4.13) obtenemos

2

a a
yh (1) = 2kyh(x) — kiya(v) = ——yh(w) — —Sya(2)
ag dag

2
41 _ a2
y como 2 = a tenemos

ay

" _ T+ _%
@) = ~2(w) = Ziao).

lo que implica
aoYs (z) + arys(x) + azys(xz) = 0.
Esto prueba la afirmacion y por lo tanto la solucion general en este caso es

y(x)zeklx(cl + sz), 61762€R-

3) d < 0. En este caso ki, ko son nimeros complejos conjugados,

a
ki=a—if, ks=a+if, con a=-—, B=
2&0 2@0

[

De esta forma
e* T = e (cos(Bx) —isen(Bx)) y TP = e (cos(Bx) + isen(Bx))

son raices complejas de (4.10). Luego la parte real y,(z) = e** cos(Sz) y la parte
imaginaria yo(z) = e**sen (/) son soluciones reales. Ademds como ellas son L.I., la
solucion general es

y(x) = e*(cq cos(Bx) + cosen(Sz)), c1,c2 € R.
Ejemplo 4.3.14 ¢" — 3y’ + 2y =0.

La ecuacién caracteristica es
E*—3k+2=0,

cuyas raices son ky = 1y ky = 2. Por lo tanto la solucién general es

y(x) = cre” + c2e®, c1,c0 €R.
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Ejemplo 4.3.15 ¢" + 4y’ + 5y =0.

La ecuacidén caracteristica es
K>+ 4k +5=0,

cuyas raices son ky = —2 — i y ko = —2 + 4. Por lo tanto la solucién general es
y(x) = e *(cq cos(z) + casen(x)), c1,co € R.
Ejemplo 4.3.16 ¢" +2y' +y = 0.

La ecuacién caracteristica es
E2+2k+1=0,

cuyas raices son k; = k; = —1. Por lo tanto la solucién general es

y(r) =e"(c1 + c2x), c1,c0 €R.

4.3.3 Ecuacion de Euler

Son ecuaciones de la forma
aoz®y" + arxy’ + agy = 0, (4.14)

con ag, ai, as constantes reales, ag # 0.
Si hacemos la sustitucion o = ef (para x > 0), obtenemos % = ¢f y por lo tanto

dt
g—; = e~ t. De esta forma

_dy _dydt _dy

Y= " dtde  at’ 7Y

y” — @ — i(@e_t) — i(@e_t)ﬂ — @e_t_@e_t ﬂ
dz? dz " dt dt * dt dx dt? dt dx
Py o dy o oy Py dy
= @t Twt ¢ Ew)

Reemplazando en (4.14) obtenemos

y dy dy
2 —2t t—t
ae e (= — —)taee — +ay=0,
" G — ) T e g Tz
que es equivalente a la ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes:
d*y dy
ao—— + (a1 —ap)— +ay=0. 4.15
072 (a1 0) dt 2Y ( )

La ecuacién caracteristica de (4.15) es

0/0]{2 + ((ll —ao)k+a2 =0.
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De este modo si k; es rafz de esta ecuacion, y(t) = e*'? es solucién de (4.15), lo que

implica que
y(x) — 6k1 ln(:c) — xkl ,

es solucién de nuestra ecuacién inicial (4.14).

Nota. En la préactica a veces es conveniente buscar directamente soluciones de (4.14)

de la forma y(z) = z*.

Ejemplo 4.3.17  2%y" + 32y’ —y =0.

La correspondiente ecuacion caracteristica es

3
P4+ -k—-1=0,
2
cuyas raices son ky = % y ko = —2. Por lo tanto la solucién general es

y(x) = clx% +cr %, ¢, €R.
Ejemplo 4.3.18 22y — 2y’ +y = 0.
La correspondiente ecuacion caracteristica es
B —2k+1=0,

cuyas raices son k; = ko = 1. Por lo tanto son soluciones para la ecuaciéon transfor-
mada

n(t)=c¢, y wlt)=te.
Asi
n(r) =z, vy wylr)=(In(r))r,
son soluciones de nuestra ecuacion y lasolucién general es
y(x) =x(c1 + 2 In(x)), ¢1,c0 €R.
Ejemplo 4.3.19 2%y + 2y +y = 0.

La correspondiente ecuaciéon caracteristica es

K +1=0,
cuyas raices son k; = —i y ko = 4. Por lo tanto son soluciones para la ecuacion
transformada
yi(t) =cos(t), y yo(t) =sen(t).
Asi

yi(z) = cos(In(z)), y ya(w) = sen(ln(z)),

son soluciones de nuestra ecuacién y la solucién general es

y(z) = crcos(In(z)) + cosen(In(z)), ¢, € R.
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Ejercicio 4.3.20 Considere la ecuacion

ao(az +b)*y" + ar(ax + b)Yy + ayy = 0.

Por medio de una sustitucién de variables transformela en una ecuacién de Euler y
resuelvala.

4.3.4 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden no Homogé-
neas

Counsideremos la ecuacion

y' 4+ pi(z)y + pa(x)y = f(x), (4.16)
donde p1,ps y f son funciones continuas definidas sobre un intervalo 1.

Usando el operador diferencial lineal L definido en (4.5), esta ecuacién toma la
forma

Lly]=f(z). (4.17)

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la linealidad del operador
L.

1) Si y; es solucién de Ly | = 0 y ¢ es solucién de L[y | = f(z), entonces y; + ¢ el
solucién de Lly | = f(z).

2) Si y; es solucién de Ly | = f;(x), parai=1,...,n, entonces y(z) = > I, o;yi(x)
es solucién de Ly | = Y0, o, fi(z), donde «;, i = 1,...,n, son constantes.

3) Suponga que las funciones p;,ps,U y V son real valoradas. Entonces, si la
ecuacion

Ly =U(z) +iV(x)

tiene solucién
y(z) = u(z) +iv(z),

con u y v real valoradas, entonces u(x) es solucién de Lly | = U(zx) y v(z) es solucién
de Lly | = U(z).

Teorema 4.3.21 Considere la ecuacion Lfy | = f(x), con coeficientes p1,ps y f
continuos en un intervalo 1. Si cyy1(x) + caya(x), con c1,c2 € R, es la solucion
general de Ly | =0, y § es una solucién particular de Lly | = f(x), entonces

y(@) = cin () + caya (@) +y(2), 1,2 €R,

es la solucion general de Ly | = f(x).



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 121

Demostracién Sea g; una solucién cualquiera de L[y | = f(z). Tenemos que
demostrar que existen constantes ci, co € R tales que

h(z) =y (x) + covalx) + (), Ve el.

Pero como ¢; — ¢ es solucién de la ecuacién L[y | = 0, existen constante ¢, co € R
tales que

g1(2) — §(2) = c1yn (w) + coa(w), Vo €1,

lo que termina la demostracion.
Ejemplo 4.3.22 ¢"+y=u.

Claramente y(z) = x es solucién particular.
Consideremos ahora la ecuacién homogénea y” + y = 0. Su ecuacién caracteristica
es k2 +1 =0y por lo tanto su solucién general es

c1cos(x) + cosen(z), c1,c2 € R.
Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacién inicial es

y(z) = ¢y cos(z) + cosen(z) +x, ¢, € R.

4.3.5 Método de variacion de constantes

A continuacion introduciremos un procedimiento para encontrar una solucién par-
ticular de una ecuacion lineal no homogénea bajo el supuesto que conocemos la
solucion general de la correspondiente ecuaciéon homogénea.

Como siempre L denota el operador
Llu](x) = u"(z) + pi(z)u'(z) + pa(z)u(z),

donde py, ps son funciones continuas sobre un intervalo 1.
Suponga que ¢1y1(z) + caya(x), c1,c2 € R es la solucién general de Ly | = 0.
Dado una funcién f continua sobre I, buscaremos una solucién particular de L[y | =
f(z) de la forma:

y(@) = cr(@)yn (@) + c2(2)y2(2) -
Tenemos entonces dos funciones incégnitas c1(x) y eo(x). Estas deben ser tales que
c1(x)yr(x) + c2(x)y2(x) satisfagan la ecuacion

y' + i)y + pe(a)y = f(2).

Es decir tenemos dos funciones incégnitas y una tinica ecuacion. Podemos entonces
pedir que ¢;(x) y co(x) verifiquen una ecuacién adicional que facilite su célculo.
Observe que si y(z) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x), entonces

Y (7) = (@) (@) + ca(2)ys () + (@) () + c(2)ya(x) -
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Para que por lo menos al hacer la primera derivada de y(z), las funciones ¢;(z) y
c2(x) se comporten como constante, imponemos la condicién adicional

@) (@) + @)m(@) =0, Vrel.
Con esta condicién tenemos
y(z) = c(@)y(r) + ca(v)y2(r),

Y(2) = al@n(@)+eal@)ye) y
y'(x) = al@)y(@) + clx)ys () + d )y (@) + )y () -

Reemplazando en nuestra ecuacién y ordenando obtenemos

f(x) = c(x)yi(w) + ch(w)ys(z) + (@) (yi (z) + pr(@)yy (z) + pa(w)y1(z))
+ea(2) (Y5 () + pr(2)ys(7) + p2(7)ya(w))
).

= A@)yi(r) + e (w)ys (o

Por lo tanto nuestras funciones ¢;(z) y co(z) deben satisfacer el sistema

{C'l(x)yl(x)JrC'z(x)yz(x) =0
@)y (@) + e ()ys(z) = flx)

con funciones incognitas ¢ (z) y ch(z).
Observe que para todo x € I, el determinante del sistema,

‘ z}gfﬂ) ya () ‘

coincide con el wronskiano W (z) de la ecuacién homogénea. Como y; y y2 son L.I.
W (z) # 0, y por lo tanto el sistema siempre tiene solucién. Estas soluciones son

__[(@)y(2) oy S @)
01(117) - W(.ZL') y 02(37) - W(.ZL')
Asi encontramos c; (z) = ¢1(z), ch(z) = ¢2(x). Finalmente integrando obtenemos
/¢1 Jdz +¢ Yy /¢52 dr + ¢

Ejemplo 4.3.23 ¢" +y=

cos(;v) :
Como la solucién general de " +y =0 es ¢ cos(x) + cosen(z), ponemos

y(x) = c1(x) cos(x) + co(x)sen(x) ,
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y tratamos de resolver el sistema

Resolviendo obtenemos

sen(x)

o) = -

cos(x)

Ahr)=1= c(z) =x+¢é.

Luego la solucién general es
y(z) = ¢1 cos(z) + éasen(z) + In(| cos(x) |) cos(z) + zsen(x), ¢1,¢ € R.
Ejemplo 4.3.24 Hallar la solucién general de la ecuacion
2 1
y'+ -y +y=—, (x#0)
x x

sabiendo que y;(x) = Ser;(x) es solucion particular de la correspondiente ecuacion

homogénea.

Para encontrar una segunda solucién yo(z) de la ecuacién homogénea, lineal-
mente independiente con y;(z), usamos la férmula de Abel:

yz(x) — yl(x)/efp1($)d$yl(x)2dx,

=N

con pi(z) =
Como

~ / m(z)de = —2In(z) = In(z"2),

ey — ) (1

T x? sen?(x)
_ sen(x) 1 . sen(z) —cos(z)
B T /sen2(:(:)d x sen(r)
_ _ cos(z) '

Por lo tanto la soluciéon general de la homogénea es

sen(z) N C2cos(x) . ene eR.
T

yh(x) =
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Para encontrar la solucién general de la ecuacion no homogénea usamos el método
de variacién de pardmetros. Sea

cos(x) ‘

co(x)

Debemos entonces resolver el sistema

4 2) =2 4 (@)= = g
C,l(x)xcos(x;;sen(x) + (@) fxsen(aa:;fcos(a:) _ é
Sus soluciones son
ci(z) = cos(z), dy(xr) = —sen(x),
e integrando obtenemos
ci(z) = sen(x) +c¢1, co(x) = cos(z)+ca.
Por lo tanto la solucién general de la ecuacion dada es
y(r) = (sen(z) + Cl)sen(x) + (cos(z) + Cz)cos(x)
es decir
y(r) = ¢ (x)@ Cz(x)coi(:(:) + % -

4.3.6 Método de coeficientes indeterminados

Este método se aplica para encontrar una solucién particular para ecuaciones del
tipo
aoy’ + a1y + azy =Y €""(Pi(x) cos(qix) + Qi(w)sen(gix)) (4.18)
i=1

donde ag, ay, as, r; y q; son constantes reales, ag # 0, y Pi(x), Q;(x) son polinomios.
La correspondiente ecuacién caracteristica de la ecuacion homogénea es
2 _
aol{? —i—a1/€+a2 =0. (419)

Observe que el tipo particular de funciones que aparecen en el lado derecho
de la ecuacién (4.20) consta de términos de la forma k,z™, con n entero positivo,
e’ cos(qx), sen(qx), o bién expresiones que se pueden obtener por un nimero finito
de adiciones, sustracciones y/o multiplicaciones de las anteriores.

Ejemplos de este tipo de ecuaciones son

y'+ 4y + 5y = 2% y y' +5y +4y = 827 + 3+ 2cos(2z).
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El siguiente teorema nos da un método para encontrar una soluciéon particular
en el caso m =1. Sim > 1, paracada ¢ = 1,--- ,m, usando este método podemos
encontrar una solucién particular y;(z) de la ecuacién

apy” + a1y’ + axy = " (P;(x) cos(gix) + Qi(r)sen(q;v)) -

Luego
m
(z) = yil)
i=1
es solucién particular de (4.18).
Consideremos entonces la ecuacion
aoy” + a1y’ + azy = € (P(x) cos(qz) + Q(x)sen(qx)), (4.20)

donde ag, ay,as,r y ¢ son constantes reales, ag # 0, y P(z),@Q(x) son polinomios.

Teorema 4.3.25 Sea n = max{gradoP, gradoQ}.
a) Si r £ iq no es raiz de la ecuacion caracteristica (4.19), entonces la ecuacion
(4.20) tiene solucion particular de la forma

yp(x) = " (R, () cos(qx) + Sp(x)sen(qz)) .

donde R, (x),S,(z) son polinomios de grado n.
b) Sir+iq es raiz de multiplicidad o de (4.19), entonces la ecuacion (4.20) tiene
solucion particular de la forma

yp(r) = 2" (R, (2) cos(qz) + Sy, (x)sen(qz)) .

donde R, (x),S,(z) son polinomios de grado n.
En cada caso los coeficientes de los polinomios R, (z),S,(z) se calculan reem-
plazando y,(z) en la ecuacion.

Ejemplo 4.3.26 Encontremos una solucién particular de la ecuacion
y' + 4y +5y = 2%,
Como r £ iq = 3 no es raiz de la ecuacién caracteristica

B> +4k+5=0,

y el méximo entre los grados de P(z) =2y Q(z) = 0 es cero, debemos buscar una
solucién particular de la forma

y,(z) = Ae*".
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Para encontrar el valor de A calculamos las dos primeras derivadas de y,
J(2) =34y yl() = 94",
y reemplazamos en la ecuacion diferencial obteniendo

94> + 1243 + HAe3™ = 237,

Por lo tanto

1
264e* = 2% — A=—,
13
y nuestra solucién particular es
1
yp(z) = 1—363x-

Ejemplo 4.3.27 Encontremos una solucién particular de la ecuacion
y' +5y +4y = 3+ 827 + 2cos(2z) .
La ecuacién caracteristica es
k*+5k+4=0.
Escribamos la ecuacién de la forma
Llyl = fi(x) + fol@)

con fi(z) =3+ 8z%y fo(xr) = 2cos(2x).
Para L[y] = fi(x), como r £ig = 0 no es rafz de la ecuacién caracteristica y
grado de P(z) = 3 + 82 es dos, tenemos solucién particular de la forma

y1(z) = Ag + Arx + Axa® .

Con respecto a L{y] = fo(x), r+iq = 2i tampoco es raiz de la ecuacién caracteristica.
Ademéds como el maximo entre los grados de P(z) =2y Q(z) = 0 es cero, tenemos
solucién particular de la forma

ya(z) = Ascos(2z) + Aysen(2z) .

De esta forma la ecuacién inicial Lly] = fi(z) + fo(x), tiene solucién particular de
la forma
yp(2) = Ag + A1z + Azz? + Az cos(2x) + Agsen(2z) .

Tenemos
y,(r) = Ay + 245w — 2Azsen(2x) + 244 cos(2z)

Yy (x) = 2Ay — 4A5cos(2z) — 4Asen(2x) .
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Lly,)(x) = 2As —4A;cos(2z) — 4Assen(2z) + 5(A; + 240 — 2A3sen(2x)
+2A4 cos(22)) + 4(Ag + Az + Arx® + Az cos(2z) + Aysen(2z))
= (245 +5A; +4A0) + (1045 + 4A;)x + 4 A% + 10A4 cos(2x)
—10Assen(2z) ,

y comparando con
f1(z) + fo(z) = 3+ 82% + 2 cos(27),

obtenemos las ecuaciones

245 +5A; +4A, = 3
1045 +4A; = 0
44, = 8

104, = 2

~104; = 0

cuyas soluciones son
1
A3:07 A4:gv A2:27 A1:_57 AAO:6

Luego
1
yp(r) = 6 — b + 227 + gsen(21:) ,

es la solucion particular buscada.
Ejemplo 4.3.28 Busquemos una solucién particular de
Yy —y — 6y =e X 4273
La ecuacién caracteristica es
P —k—6=(k+2)(k—3)=0.

Como —2 es rafz de multiplicidad uno de ella, la ecuacién L[y] = e " tiene solucién
de la forma

y1(z) = Agwe 2",
Por otra parte —3 no es raiz de la ecuacién caracteristica y luego L[y] = e 3® tiene
solucién de la forma

Yo () = Are .
Sea entonces

Yp(r) = Agre > + Are ™.
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Derivando se tiene
y;(x) = Age ** —2Apre ¥ —3A41e7% y y;'(x) = —4Aje P +4Axe 2 +9Ae 3.
Luego

Liy,)(r) = —44¢e™" + 4Agze™ + 94173 — (Age™ — 2Agze™ — 3A1e7°7)
—6(Agze ** + Are ")
= —5Ae X + 6473,

y comparando con e~ 2% + 2e 3, obtenemos

1 1
0 5 y 1 3

Por lo tanto

67317

W

1
yp(z) = —gxefzm +

es la solucion particular buscada.

4.4 Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.4.1 .Encuentre la solucion general de la ecuacion

d2y+ r dy 1
dz? 1—zdx 1—2x

sabiendo que una solucién de la ecuacién homogénea asociada es y; (z) = e”.

Solucién. Usando férmula de Abel tenemos una segunda solucién de la ecuacién
homogénea de la forma y> = vy;, con

1 1 .
v(z) = /—ze_fp(x)d‘”dx:/Te_fﬁd‘”dx
Y1 esr

1 e
— /eTxef I1d$dl':/€_2x€x+ln(x_l)dx

= /e_‘”(x —1)dx = /xe“’”dx - /e_"”dx =—ze .

Por lo tanto y(2) = —ze *e” = —x. De esta forma la solucién general de la ecuacién

homogénea es

yn(x) = c1€” — e .

Buscamos ahora una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma

Yp(2) = cr(z)e” — ()7
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Luego las funciones ¢ (), c5(x) deben satisfacer el sistema

c(z)e” —dy(x)x = 0
!/

cx)e” —c(z) = 1—=x.

ci(x) = —ze” = qaqlr)=ze"+e "+

ar)=-1 =  cr)=—-1r+c.
Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacion es
y(x) = (re " +e "+ c)e’ — (—x + o)z,

o bien
y() =2 + 2+ 1+ cre” — .

Ejercicio 4.4.2 Hallar la soluciéon general de la ecuacion
2 1
y'+ =y +ty=—, (z2#£0)
x x

sabiendo que y;(z) = Ser;ﬂ es solucion particular de la correspondiente ecuacién

homogénea.

Solucién. Para encontrar una segunda solucién ys(x) de la ecuacién homogénea,
linealmente independiente con y;(x), usamos la férmula de Abel:

yz(x) — yl(x)/efp1($)d$y1(x)2dx,

con Pl(l') = %

Como
~ / m(z)de = —2In(z) = In(z™2),
_osen(z) 1 a? .

ya() = T /:1:2 senz(:v)d

 sen(x) 1 . sen(z) . — cos(z)
o /senz(ac)d oz sen(z)
_ _ cos(w) .

Por lo tanto la solucién general de la homogénea es

sen(z) N C2cos(x) . ene eR.
T

yh(x) =
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Para encontrar la solucién general de la ecuacién no homogénea usamos el método
de variaciéon de constante. Sea

cos(x) ‘

co(x)

Debemos entonces resolver el sistema

Cll (l‘) ser;(;v) + 012 (l‘) coz(;v)

|
o

¢ () 2esle)sen(@) | oy () —wsen(a)—cos(z)

8=

Sus soluciones son
c1(z) = cos(z), cy(zr) = —sen(x),
e integrando obtenemos
ci(z) = sen(z) +ec1, coxr) = cos(z)+ca.
Por lo tanto la solucion general de la ecuacion dada es

sen(r) cos(x)

y(x) = (sen(z) +c1) + (cos(z) + c2)

es decir
sen(z)

o) = ()™ .

Ejercicio 4.4.3 Encuentre la solucién general de la ecuacion

d?y dy 1
4t =2 + 82 == = tan [ —
xd:(:2+ xd:(:+y an(2$>,
haciendo la sustitucion z = %
Solucién.Sea z = % Por lo tanto
1 dt
do = ——dt — =,
i 12 — dx
Entonces
dy _ dy dt - ,dy
dx dt dzx dt
d*y d 2 dy d [ ody) dt dy  ,d% 5
— 2 = (22 = =[] = = [—2u=2 - 22 (—t
dx? dz ( dt dt dt dzx dt dt? (=)
d d?
— o pulY
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Sustituyendo obtenemos

1 dy d?y 1 ,dy t
4— (282 + =2 ) — 82—~ = tan | -
t4< a dt2> sl T w\z)>

es decir ,
d*y 1 1 t
2J Zy = 2t i I 4.21
a2 1Y T g™ <2> (4:21)

Como la ecuacion caracteristica

tiene raices m = j:%z, la solucién general de la ecuaciéon homogénea

d?y 1
2T Ty =0
az 1Y

t t
yn(t) = ¢y cos (§> + cosen <§> , ¢1,02 €R.

Usando el método de variacion de pardmetros, buscamos una solucién particular
de (4.21) de la forma

u(t) = ci(t) cos <%> + eo(t)sen <%> .

Luego debemos resolver el sistema

es

) 4+ d)sen(t) = 0
)+ Lch(t)cos (L

a) = —%tan <%> - sen <%> = —%sec <g> + %cos <%> =
at) = —In <sec (%) + tan (%)) + sen <%> + oo,
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- el ] () - ()
o) (o)

y la solucién general de (4.21) es

(1) = —1 L LA LA ¢ cR
y(t) = —Infsec {3 an | o ) | cos | 5 ¢ cos | casen | 5 ) cr 62 .

De esta forma la solucién general de nuestra ecuaciéon es
(z) ! L) 4 fan (2 L) 4
xr) = —In |sec | — an | — || cos | —
4 2z 2z 2z
1 1
c1cos| — ) + cosen| — |, c1,c0 € R.
2z 2z

Ejercicio 4.4.4 Usando el método de los coeficientes indeterminados encuentre la

solucion general de la ecuacién
"

y'—y=2e""—4ze " + 10 cos(2z) .

Solucién. El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea y” —y = 0 es
k* —1 = 0. Luego la solucién general de la homogénea es

yn(x) = cre” " 4 coe”.

Para encontrar una solucién particular de la ecuacion no homogénea usando coefi-
cientes indeterminados, separamos en dos ecuaciones

y'—y = e ¥(2—4x) y (4.22)
y'—y = 10cos(2z) (4.23)

Como -1 es solucion de la ecuacion caracteristica debemos buscar una solucion par-
ticular de (4.22) de la forma

y1(z) = xze " (Ax + B).
Tenemos
yi(z) = e (—A2® +(2A—B)z+B) vy 9/ (x) = e "(Ar* +(B—4A)x+2(A—- B))
y reemplazando en la ecuacién obtenemos

e “(—4Ax+2(A—B))=¢e “(2 —4x).
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Luego A=1y A— B =1, lo que implica B = 0. Por lo tanto

Consideremos ahora la ecuacién (4.23). Como 2 no es solucién de la ecuacién carac-
teristica, buscamos una solucién particular de la forma

yo(r) = C cos(2x) + Dsen(2z) .
Tenemos
ys(x) = —2Csen(2x) + 2D cos(2x) y yy(x) = —4C cos(2z) — 4Dsen(2z) ,
y reemplazando en (4.23) obtenemos
—5C cos(2z) — 5Dsen(2z) = 10 cos(2x) .
Por lo tanto C = -2, D=0y
y2(z) = —2cos(2x) .

Luego

y,(2) = y1(x) + ya(x) = 2% — 2 cos(z)

es solucion particular de nuestra ecuaciéon original y su solucién general es

€xr

y(z) = cre™ + cpe” + 2% — 2cos(x) , c1,c0 €R.

Ejercicio 4.4.5 Para x > 0 encuentre la solucion general de la ecuacion
dry" + (2 — 8V )y — 5y = (3Va + 2)e V7,

usando el cambio z = t°.

Solucién. Ponemos z = t? lo que implica ‘Zl—‘t” = 2t. Ademas

yoo a1y

de  dt dx  2tdt
g Py A (1dy) _d (1) a
dz? dr \ 2t dt dt \ 2t dt dzx

262 dt 2t di? tdt | di2

1] 1 dy 1 d%] 1 1dy+d2y
2 42 ‘

Reemplazando obtenemos

1 1Ldy d*y
P — |- = +
|

1 d
]+(2—8t)2—t—y—5y:e_t(3t+2),

tdt | de dt
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o bién P p
Yy Yy —¢
— — 4= — by = 3t 2). 4.24
7z 7 y = e (3t + 2) (4.24)

La correspondiente ecuacion caracteristica es
k2 — 4k — 5 =0= (k + 1)(k — 5),
y por lo tanto la solucién general de la ecuaciéon homogénea es
yn(t) = cre !t + coe.

Usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucién particular
de (4.24) de la forma
y,(t) = te (A + Bt).

Entonces

y(t) = e '[-Bt* + (-A + 2B)t + A
yy(t) = e '[Bt? + (A — 4B)t + 2(—A + B)].

Reemplazando obtenemos
e '[-12Bt — 64 + 2b] = e7'[3t + 2],

lo que implica

1 bt
B = — A= ——.
i 7 12
Luego la solucién general de (4.24) es
1
y(t) = —Ete’t(5 + 3t) + e’ + ™,

y por lo tanto la solucion general de nuestra ecuacién inicial es
y(r) = —%\/x_e‘/gg_(5 + 3VT) + e VT 4 eV
Ejercicio 4.4.6 Encuentre la solucion general alrededor de z =0 de la ecuacién
y" + y = tan(z) + 3z — 1.
Determine ademaés el intervalo maximo donde esta definida.
Solucién. Nuestra ecuacion es
y" + y = tan(z) + 3z — 1. (4.25)

Observemos primero que la ecuacién no estd definida para los z de la forma z =
5 +nm donde n es un entero, ya que en estos x la funcién coseno se anula y
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por lo tanto no estan en el dominio de la funcién tangente. Como queremos una

solucion alrededor de x = 0, debemos partir imponiendo la condicion —% <z < 7.
(s

Resolvamos entonces la ecuacién para x €] — 7, 5.
La solucion general de la ecuacién homogénea es
yn(x) = cycos(x) + cosen(z).
Resolvamos primero usando variacion de parametros la ecuacion
y" + y = tan(z) (4.26)
Buscamos entonces solucién de (4.26) de la forma

y1(z) = c1(x)cos(z) + co(x)sen(z),

y por lo tanto debemos resolver el sistema

{ cos(z)cy(x) + sen(x)ch(x) = 0
—sen(z)c)(z) + cos(z)cy(zr) = tan(z).
Se obtiene

ci(x) = —tan(x)-sen(x)

cs(x) = sen(x)

e integrando
ci(r) = sen(z) — In(sec(z) + tan(z)) + ¢,
c2(r) = —cos(z) + c.

Observe que todo esto tiene sentido ya que para x €] — 7, 5[ tenemos que sec(z) +
tan(xz) > 0.
Luego la solucién general de (4.26) es

y1(r) = c1(x)cos(x) + co(x)sen(xz) — In(sec(z) + tan(z))cos(x),

y ésta esta definida para todo = €] — 7, Z[.
Para resolver
Y 4y =30 — 1 (4.27)

usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucion de la forma
ya(r) = Ax + B.

Reemplazando en (4.27) y comparando coeficientes se obtiene
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lo que implica
yo(r) = 3z — 1.

Luego la solucién general de la ecuacién (4.25) es
y(x) = c1(x)cos(z) + co(x)sen(z) — In(sec(z) + tan(x))cos(z) + 3z — 1,
y el intervalo maximo donde esta solucién estd definida es | — 7, Z[.
Ejercicio 4.4.7 Encuentre la solucion general alrededor de x = 7 de la ecuacion
y' + y = tan(z) + 3z — 1,

y determine ademas el intervalo maximo donde estd definida.



Capitulo 5

Aplicaciones de Ecuaciones
Ordinarias de Segundo Orden

Asi como hemos hecho con las ecuaciones diferenciales de primer orden, presentamos
ahora algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden.

5.1 Curvas de Persecucion

La primera aplicacién que veremos se refiere a la determinacién de la trayectoria
que sigue un cazador al perseguir su presa.

Ejemplo 5.1.1 Supongamos que un barco A, que viaja a velocidad constante «,
estd persiguiendo a un barco B que viaja a velocidad constante 5. En t = 0,
suponemos que A se encuentra en el origen (0,0) y que B estd en el punto (b,0),
b > 0; y que para t > 0, B se desplaza por la recta x = b. Al cabo se t horas, A
se encuentra en P = (z,y) y B en Q = (b, 5t). Determine la trayectoria de A como
funcién de x para el caso a > 3.

| Q(b, t)

i /P(:Efu) B

A z b

Figura 26
Como el barco A persigue al barco B, la recta tangente al grafico de la curva

y = y(x) en el punto P debe pasar por el punto (). Esto implica
dy  y—pt y—y'(z—b)
dx r—>b 15}
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Como A avanza con velocidad constante «, en el tiempo ¢ recorre at kilometros.
Luego la longitud de la curva que recorre A en el tiempo ¢ es at; es decir,

- [VIFT@Ra = Sw-de-n) = [ VITGmrde.

Poniendo 3’ = w, tenemos

g(y w(x — b)) / V14 w(u)?du,

y derivando con respecto a x

%(y’—w'(x—b)—w): l+w? =

%(b—x)w' = V1+w?.

Separando variables obtenemos la ecuaciéon

dw ﬁ dx

V14 w? T T az—b

Las condiciones del problema indican que w(0) = 0. Integrando tenemos

In (w+m) = —gln <x_—bb>

8
b \eo
— w+VI1i+w? = (b )

:»m:—w(b)

b 5
é1+w2:w2—2w< > —l—( )
—x b—=x




Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile

139
Cuando el barco A cruza la recta x = b captura al barco B. Por lo tanto el punto
en que el barco A intercepta al barco B es

baf
o) = (05")
y el tiempo ¢t que demora la captura es

_ ba
t

- az_ﬁz'

Ejercicio 5.1.2 Desarrolle el ejemplo anterior para el caso a = .

Ejercicio 5.1.3 Un conejo parte del punto (2,0) y corre por x = 2 a una velocidad

de 10 Km/H. Al mismo tiempo un perro sale de (0,0) con velocidad 15 Km/H
persiguiendo al conejo. ; Cuanto tiempo demora el perro en pillar al conejo?

5.2 Movimiento de una Particula

La ecuacién del movimiento de una particula, segiin la Segunda Ley de Newton, es

(5.1)
donde

F es la suma de todas las fuerzas que actian sobre la particula.

m es la masa de la particula.

% es la aceleracion de la particula relativa a algin sistema de referencia.

A.- Movimiento rectilineo.

1.- Particula proyectada verticalmente hacia arriba.
Supondremos que las tnicas fuerzas que actian son:

a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la masa de la particula, y

b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del cuadrado de su velocidad
por su masa.

Designemos por z(t) la altura en que se encuentra la particula medida desde el
punto de propulsién en un instante ¢ posterior, y por v = & =

d dx
Reemplazando en (5.1) obtenemos la ecuacién de segundo orden

o su velocidad.

mi = —mg — mk(x)?,
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que se reduce, usando la relaciéon v = z y simplificando por m, a
b =—g—kv?. (5.2)
Esta ecuacién se puede escribir de la forma

S L ———"
3 = — 5 et —g .
g+ kv 1+ ( % v)
Integrando el lado izquierdo entre vy = v(0) (velocidad inicial) y v(t) y el lado
derecho entre 0 y t se obtiene

L rctan \/E (t) | =—t+ L rctan \/E
\/@aca gv = \/@aca gU[) :

Observe que para
; 1 ; k
= arctan —v
Vkg g

tenemos v(f) = 0. Luego este t es el tiempo que debe trascurrir para que la particula
alcance su altura maxima.

Para poder calcular z = x(¢), es decir, la altura maxima que alcanza la particula,
vamos a escribir nuestra ecuacién (5.2) en términos de v y de x.

Tenemos

dv B dv dx dv

YTt T dvdt dr
y reemplazando en (5.2) obtenemos

dv vdv
— = —g—k? — = —d
i g g + kv? v
2k
e Zhvdv o
g + kv?

Observemos que como la altura inicial (0) = 0, tenemos que vy = v(x)/,—o. En-
tonces integrando el lado izquierdo entre vy = v(0) y v(z) y el lado derecho entre 0
y x, se obtiene

In(g + kv(r)?) — In(g + kvg) = —2kx .

Para calcular  resolvemos v(z) = 0; luego

_ 1 1 g—|—k02 1 k
x:—ﬁ(ln(g)—ln(gﬂLk:vg)):ﬁln< p 0) = ﬁlﬂ <1+?’3>-

2.- Particula proyectada verticalmente hacia abajo.
Supondremos que las tnicas fuerzas que actian son:
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a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la masa de la particula, y

b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del cuadrado de su velocidad
por su masa.

Designemos nuevamente por z(t) la distancia recorrida por la particula en un ins-
. e dx .
tante ¢ posterior, y por v = = 2% su velocidad.
Nuestra ecuacion es ahora
mi = mg — mk(t)?,
ya que ahora la fuerza gravitacional estd a favor del movimiento de la particula.
Usando la relacion v = & y simplificando por m, obtenemos

v =g— kv, (5.3)

Sea vg = v(0) la velocidad inicial. Observe primero que si vy = \/% , tenemos la
solucién constante v(t) = /2 y por lo tanto z(t) = /%t¢.
Para vy # \/% la ecuacién se puede escribir de la forma
dv dv
=dt <— —— =gdt

g — kv? 1= (/% v)?

dv dv

k * k
1— \/; v 1+ \/; v
Como la ecuacién (5.3) cumple las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad
de soluciones (Teorema 4.1.1) y 9(t) = /£ es solucién, la condicién

vg<\/% —  w(t) < % Vi>0,

—

= 2gdt . (5.4)

y la condicion

vg>\/% = v(t) > % Vt>0.

Luego en cualquiera de los dos casos se tiene

1— /% w(t)

1— \/% Vo
Por lo tanto, integrando el lado izquierdo de (5.4) entre vy y v(t) y el lado derecho
entre 0 y ¢ se obtiene

g[ 1 /E () . 1+\/§v(t) ]

E[_ln 1—\/51}0 1—1—\/%1)0 J

>0 Vt>0.

= 2gt.
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Agrupando y exponenciando se tiene

VI+VEv®) /7 Vk v _ Vgt
Vi~ VEu(t) G+ VE v '

Vi—VE g
\/§+\/Ev0

Despejando la variable v y denotando K = , se tiene

K\g+EKVkv = (Vg—Vkv)eVkt,

Esto es,
vVk (K+e2\/@t> =y <e2\/@t—K> )

dv  [ge¥Mt — K
it~ T Nk ekt © K
ZMt_K
_ g = A
dv = \/;ezmw[(dt. (5.5)

Sea w = K +e2VFt : entonces dw = 2vEkge*V*tdt v como w— K = e*Vkot
obtenemos

Asi

que implica

dw = 2+\/kg-(w— K)dt.

Luego
1 dw
— = dt.
2vkg w—K
De esta forma, reemplazando en (5.5) se obtiene
dr — g (w-K)-K dw
Vi w 2vkg (w— K)
g 1 w—2K
I ) dw
ko 2vkg w(w—K)
1 1 2K ],
2k w—K w(w— K) v
_ w1 1)
- 2kw-—-K k |w w— K v

Como para todo t > 0 se tiene w(t) > w(0) = 1+ K > 0, integrando obtenemos

()—ll w —il w—K
= M\ Kk 2k \ 1 ‘
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Luego

1 K + e?VEot 1

x(t) = — e — — In (ez‘/@t>
k 14K 2k
1 K 2vkg t
= - re S (5.6)

k K41 k
Observe que cuando vy = £, tenemos K = 0, y reemplazando este valor en
(5.6), se recupera la solucién () = /Zt, obtenida anteriormente.

3.- Particula proyectada hacia arriba desde la superficie de la Luna.
Supondremos que la tnica fuerza que domina es la fuerza gravitacional y que esta
varia con la altura. Se sabe que la fuerza gravitacional de cualquier planeta o luna
varia inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al centro. Usando esto
tenemos la ecuacion

mi = —kr 2,

donde r(t) es la distancia a que se encuentra la particula en el instante ¢, medida
desde el centro de la luna.

dr dv __ dv dr __ , dv
Como v = %, tenemos & = ar d =vg.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

dv k
mva = 3 <= mudv = —ﬁdr

= —u(r)?—

m
2
2 [k
= v(r)2:—<———+ﬂv§>.

Si a es el radio medio de la luna, tenemos k = mgy a® donde gy es la gravedad sobre
la superficie de la luna. Reemplazando en la ultima ecuacién se obtiene

2
2 a Uy
=2 - —14+ .
U(T) o @ (r 240 a)

S0 2 > 2gpa, entonces v(r) > 0 para todo ¢, y la
goa . .
particula escapa del campo gravitacional de la luna.

i _Y0 =) —
. Soca : (7) = 0, es
decir, la particula alcanza una altura maxima 7 y luego regresa a la superficie de la
luna. Es facil ver que
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Para calcular el tiempo que tarda en alcanzar su altura maxima 7, consideramos
dr a V2
— =4/2g0a |- —1+ 2
dt \/ g0 (r 290 a)
(con +,/7. yaque vy >0), o bien

d
\/airﬁ = \/290adt,
; 1

2

v,
con ¢; = Zgga —1

Resuelta esta ecuacién debemos encontrar ¢ tal que r(t) = 7.

4.- Un paracaidista cuyo peso (es decir, masa) es de 80 Kg. se deja caer de un
helicoptero que se mantiene a 6.000 mts. de altura. Suponemos que cae bajo la
influencia de una fuerza gravitacional constante y que la resistencia del aire es pro-
porcional a la velocidad del paracaidista. La constante de proporcionalidad es 10
Kg/seg cuando el paracaidas estd cerrado y 100 kg/seg cuando el paracaidas estd
abierto.

Si el paracaidas se abre 1 minuto después que el paracaidista abandona el helicoptero,
;, al cabo de cuanto tiempo llegard a la superficie?

Solucién: Sea z(t) la distancia relativa al helicéptero en que se encuentra el para-
caidista en el instante ¢t. Luego la ecuaciéon del movimiento es

mi(t) = mg — ki(t), ©=wv,

es decir,

e integrando

k k _ky
— —g+—v(t)=(—g+—v e m
m m

= o(t) = %g—i— (vo - %g) et

Tenemos m = 80K g y consideremos g = 9,81mt/seg?. Cuando el paracaidas estd
cerrado tenemos vy = 0y k = 10K g/seg. Esto nos da

v(t) = Eg(l - e_%t) = 78,48 (1 - e_%t)

— () = 78,48 [t +8 (e—ét . 1)] — 78, 48t + 627, 84 (e—ét . 1) .
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Como e~ 5! — 1 evaluado en ¢ = 60 es —0.99944692.., aproximando esta cantidad por
—1 obtenemos
v(60) = 78,48 y x(60) = 4.080,96.

Cuando el paracaidas se abre en la ecuacion

tenemos k = 100K g/seg y las condiciones iniciales z(0) = 4.080,96 y vy = 78, 48.
Luego

u(t) = 7,848 4 (78,48 — 7,848)e 1!
— o(t) = 7,848 + 70,632¢ i’
—  2(t) = 7,848t — 56, 5056 (e—%t _ 1) +4.080, 96.

Luego debemos resolver
7,848t — 56, 5056 (e*%t . 1) +4.080,96 = 6.000 ,
o lo que es lo mismo

7,848t — 56, 5056e 1" = 1.975, 5456 .

La solucién de esta ecuaciéon es aproximadamente ¢ = 251, 725 segundos. Luego se
demora aproximadamente 311,725 segundos en llegar a la superficie.

B.- Proyectiles (sin resistencia del aire).

Suponemos que hay una velocidad inicial y que luego estd sometido solo al campo
gravitacional.

Sean x, z las coordenados del plano del movimiento. Suponemos

(z,2) = xi + 2k |

—mglg : fuerza gravitacional actuante,

Vo = Vo(cos()i + sen(a)k) : vector velocidad inicial,
r(t) = (z(t), z(t)) : posicién del proyectil en el instante ¢.

La ecuacién del movimiento es entonces

mi = —ng
e integrando obtenemos
io= —gkt+ r(0) = —gkt+Vy, lo que implica
r(t) = —gl%ﬁ + Vit .

2
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Es decir, ,
r(t) = (z(t), 2(t)) = (Vo cos(a)t, Vosen(a)t — g%) :
Asi
_ _ ()
z(t) = Vhcos(a)t < t= T cos(a)
<— z(x) = tan(a)r — mﬁ

Observaciones 5.2.1 1) Note que 2/(z) = 0 <= tan(a) = Troaayr®s lo que

implica = = V?gsen(a) cos(a) = valor donde el proyectil alcanza su altura

maxima.
2)
2V 2
2(r) =0 <= x=0 o x:Mtan(a)
g
2 2 2
— =0 o z= Vo cos(ajsen(a) = V—Osen(2a).

) )

Este valor x = V?‘fsen(Qa) es el blanco del proyectil.

3) El proyectil recorre una distancia maxima cuando o = 7 y esta distancia es

V2 . . . .
r = 70. Observe que esta distancia es proporcional al cuadrado de la velocidad
inicial.

5.3 Vibraciones en Sistemas Mecanicos

Aparecen cuando se perturba un sistema fisico en equilibrio que luego queda sujeto
a fuerzas que tienden a restaurar el equilibrio.

1.- Vibraciones arménicas simples no amortiguadas. Consideremos un carro
de masa m sujeta por un muelle a un muro.

Figura 27

El muelle no ejerce fuerza cuando el carro esta en su posicion de equilibrio, x = 0.
Pero si se desplaza una distancia x, entonces el muelle ejerce una fuerza restauradora
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opuesta a la direccién del alargamiento y con una magnitud directamente propor-
cional al valor del alargamiento (Ley de Hooke):

Fy=—kx, k>0.

La constante k£ se llama constante de rigidez del muelle.
Si aplicamos la Segunda Ley de Newton (Fuerza total = masa . aceleracién)
obtenemos la ecuacién diferencial

d*x I N d*x N k 0
m— = —kx — +—x=0.
dt? dt2  m
La ecuacion caracteristica es
k
p2 + — = 0 )
m

y luego la solucion general es

k k
z(t) = c1 cos (\/— t) + cosen (\/— t> . 1,00 €R.
m m

Si en el instante inicial ¢ = 0, el carro se lleva a la posicién x = xy y desde alli
se suelta sin velocidad inicial, tenemos las condiciones iniciales

W0 =1y w(0) =) =0,

y obtenemos ¢; = ¢ y co = 0. Luego tenemos la solucion

z(t) zxocos< %t) ,

cuyo grafico es

X

NN N
AN

Figura 28

Entonces la amplitud de la vibracién es zy, el periodo (tiempo requerido para
completar un ciclo) es T = 2m, /7 y la frecuencia de la vibracién (ntimero de ciclos

1 k

por unidad de tiempo) es f = % = 5-1/ 1
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Observe que f crece cuando crece la rigidez £ del muelle y cuando decrece la
masa m del carro.

En el caso que v(0) = vy > 0, tenemos ¢; = xp y

Z'(t) = \/— | —mzosen —t ] + cpcos —t]|,
m m m
lo que implica

, k m
vo = 2'(0) = {/—ca = 2 = vy T
m

o = oo ({E 1) + fFen ({E1)

que se puede escribir de la forma,

k
z(t) = Asen (\/— t+¢> ,
m
donde A = /23 + %v% es la amplitud, ¢ = arctan (‘5—3 \/%) es el angulo de fase,

k.
T = 271'\/% es el periodoy f = \g—; es la frecuencia natural.

Entonces

2.- Vibraciones amortiguadas. En este caso se agrega el efecto de una fuerza
de amortiguamiento Fy, debida a la viscosidad del medio en que el carro se mueve
(aire, agua, aceite, etc.), también opuesta a la direccién del alargamiento y con una
magnitud directamente proporcional al valor del alargamiento:

dx
Fp=—c—, ¢>0, ¢ : resistencia del medio.
dt
Tenemos entonces la ecuacién
Az
mﬁ—anLFd, o bién
d*x c dx k

— +
dt2  mdt m
La ecuacién caracteristica es

que tiene raices

c c \2 k
pL,p2 = —5— * ( ) -
m m
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A) Vibraciones Sobreamortiguadas. Corresponden al caso (ﬁ)2 - % > 0 (es
decir, ¢ > 2v/km).
Entonces pq, po son niimeros negativos distintos y la solucién general es
z(t) = cre’’ + cpel?’.
Bajo las condiciones iniciales z(0) = zo y v(0) = %(0) = 0, se obtiene
Lo
P1— P2

o(t) = (pre? = paert)
cuyo grafico es

X

b

Figura 29

Observe que no hay vibracién y el carro tiende a restaurar su posicion de equi-
librio.

B) Vibraciones criticamente amortiguadas. En este caso (ﬁ)2 = % (es
decir, ¢ = 2vkm).
Aquip; = po = —\/% y la solucion general es

2(t) = (e + eat)e V't

Al imponer las condiciones iniciales z(0) = zo y v(0) = 2(0) = 0, se obtiene

z(t) = mo(l + %t)e_\/gt

cuyo grafico es del mismo tipo que el de la Figura 29. Luego no hay vibracion y el
carro tiende a ir a su posicion de equilibrio.

C) Vibraciones Subamortiguadas. Ahora (ﬁ)2 — £ < 0 (es decir, ¢ <
2vVkm).
Tenemos
c k c \2
ne S )
b p2 2m "V 2m

y la solucion general es

z(t) = e cicos(at) + cosen(at)],
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donde b = 5~y a= LA (i)

Con las condiciones z(0) = zo y v(0) = 2(0) = 0, se obtiene

z(t) = @e’bt[acos(a t) + bsen(at)] .
«

b

a) tenemos

Si ponemos ademéas € = arctan (

2 b2
o(t) = TV bt ot — 0),
(8%

cuyo grafico es

X

o

—To @

Figura 30

Observe que la amplitud decrece exponencialmente. No es periddica, pero cruza
la posicion de equilibrio x = 0 en intervalos regulares. Asi podemos considerar

T = %r Ademiés el nimero f = & = & es llamado la frecuencia natural del
sistema.

T 27

2.- Vibraciones forzadas. A las fuerzas anteriores agregamos una fuerza externa
F. = f(t) que actiia sobre el carro. Esta se puede producir por vibraciones del muro
0 por un campo magnético externo.

Tenemos )

d°x
— =F,+F;+ F,,
mdt2 + Fg+

lo que implica
d?x  cdr k 1

w+mdt+m m

Un caso importante es cuando la fuerza externa es periédica
f(t) = Fycos(wt) .

En ese caso la ecuacion diferencial es

d2x+cdx+k 0 (wt)
—— 4+ —— + —x = — cos(wt).
dt2  mdt m m
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Como ya conocemos la solucién de la ecuacién homogénea correspondiente, pode-
mos usar el método de los coeficientes indeterminados para encontrar una solucién
particular, y con ello la soluciéon general de nuestra ecuacién. Entonces si sw no es
raiz de la ecuacion caracteristica, buscamos una solucién del tipo

z,(t) = Asen(wt) + B cos(w(t).
Tenemos las derivadas

,,(t) = w(Acos(wt) — Bsen(w(t)), 2h(t) = —w?(Asen(wt) + B cos(w(t)),

y reemplazando en nuestra ecuaciéon multiplicada por m, obtenemos
Fycos(wt) = k(Asen(wt) + B cos(w(t)) + cw(A cos(wt) — Bsen(w(t))
—mw?(Asen(wt) + B cos(w(t)) .
Luego las constantes A y B deben verificar

weA+ (k —mw?)B = F,
(k — mw?)A—wcB = 0.

Por lo tanto

4 wcFy B Fo(k — mw?)
(K — mw?)? + w2c? (k= mw?)? + w22’
y
Fy

z,y(t) = ( [wesen(wt) + (k — mw?) cos(wt)] .

k —mw?)? + w3c?

we
k—muw?

zp(t) =

), podemos escribir
Fy

V (k= mw?)? + wc?

Asi por ejemplo, en el caso subamortiguado, la solucién general es
Fy

V (k= mw?)? + w2

Si ponemos ¢ = arctan (

cos(wt — @) .

z(t) = e [ei cos(at) + cosen(at)] +

cos(wt — @) .

El primer sumando de esta expresién se llama término transitorio ( tiende a cero
cuando t se va para infinito) y el segundo sumando parte estacionaria (prevalece
cuando el tiempo se hace grande). Por ello, se dice que la frecuencia de esta vibracién

w . F{
es — ue su amplitud es 0 .
2r ¥ 4 b \/(k—mw2)2+w2c2

Caso importante. Consideremos el caso anterior cuando la constante de amor-

tiguacion ¢ es nula y iw es raiz de la ecuacién caracteristica (es decir w = \/% ).
Tenemos entonces la ecuacién diferencial
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La solucién general de la ecuacién homogénea es

= (5] vosm ({5

que se puede escribir de la forma,

zp(t) = Asen (\/%t—l—qﬁ) ,

con A=/ + 3y ¢ =arctan (E—;)

Debemos buscar solucién particular de ecuacién no-homogénea de la forma

z,(t) = Ctcos (@t) + Disen <\/§t> .

Calculando la primera y segunda derivada de z,(t) y reemplazando en la ecuacién
obtenemos

y por lo tanto

Figura 31

De esta forma la solucién general es

z(t) = Asen (\/gt—i—(ﬁ) +




Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 153

Observe que la curva x = x(t), cuyo gréifico es similar al de la Figura 28,

presenta oscilaciones uniformes. Pero la solucién z,(t), como lo muestra la Figura

31, oscila entre los valores iz IjO/T’ y por lo tanto, su magnitud maxima tiende a
) E

infinito cuando ¢ tiende a infinito.
Luego si en el sistema

m—s + c— + kx = Fy cos(wt) .

la constante de amortiguacién ¢ es muy pequena, el sistema estd sujeto a grandes
oscilaciones cuando la funcién de forzamiento tiene frecuencia (w) cercana a la fre-

cuencia de resonancia del sistema (\/g)

Estas grande vibraciones en resonancia son las que preocupan a los ingenieros.
Se sabe que las vibraciones en resonancia ocasionan que las alas de los aviones se
rompan, que los puentes se desplomen, etc.

Ejemplo 5.3.1 Una masa que pesa 4 lb. estira un resorte 3 pulgadas al llegar al
reposo en equilibrio. Se tira luego de la masa 6 pulgadas debajo del punto de equi-
librio y se le aplica una velocidad de v/2 pie/seg dirigida hacia abajo. Despreciando
todas las fuerzas de amortiguacion y externas que puedan estar presentes, determine
la ecuacién del movimiento de la masa junto con su amplitud, periodo y frecuencia
natural ; Cuanto tiempo transcurre desde que se suelta la masa hasta que pasa por
la posicién de equilibrio?

Como estamos en el caso de una vibracién simple no amortiguada, tenemos la
ecuacion

d*x N k 0
. —T =
dt2  m ’

cuya solucién general es

k k
#(t) = c1 cos (\/—t> + cosen (\/—t> , ¢, €R.
m m

Para encontrar k£ observamos que la masa de 4 1b. estira el resorte 3 pulgadas o
1/4 pie. Empleando la ley de Hooke, se tiene

1
4: :k—
myg 1’

lo que implica & =16 1b/pie. Como g = 32 pie/seg?, se tiene que m = 4/32 = 1/8

slug y por lo tanto
k 16
\/— =] —5 =8V2.
m \/ 1/8 8v2
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Luego

z(t) = ¢1 cos (8\/5 t) + cosen (8\/5 t) :

Imponiendo nuestras condiciones iniciales son (0) = 6 pulgadas = 1/2 pie y 2/(0) =
V2 pie/seg, tenemos

Sl -

= 2/(0) = 8V2¢,,
lo que implica ¢; = % y ¢o = . Por consiguiente, la ecuaciéon del movimiento de la

masa es

0=

1 1
z(t) = 5 cos (8\/5 t) + goen (8\/5 t) .
Para expresar la solucién en forma senoidal hacemos

_\/17 C1
8

) tan(¢):_:4v

C2

— ]2 2
A=/c5+c3

Entonces

z(t) = @sen <8\/§t+¢> ;

8
con ¢ = arctan(4) = 1.326.
Por lo tanto, la amplitud es A = @ , el periodoes T' = 82% = 4—\“/5 y la frecuencia

natural es f = 47\/5. Finalmente el tiempo ¢ que transcurre desde que se suelta la
masa hasta que pasa por la posicién de equilibrio verifica 8v/2 t + ¢ = 7, lo que

implica t = g—;g = 0.16042...

5.4 Circuitos eléctricos simples

Establecimos en 3.4, para un circuito del tipo

YA
R
L
O %
C) 1@
[
Figura 32
la ecuacién diferencial
dl 1
L— + RI + —q = E(t), (5.7)

dt C
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donde:
I = intensidad de la corriente (amperios),
E = fuerza electromotriz (voltios),
R = resistencia (ohmios),
L. = inductancia (henrios),
C = capacitancia (faradios),
q = carga ( coulombs).

Como la intensidad de corriente es igual a la razén del cambio instantdneo de la

carga, es decir, [ = %, tenemos la ecuacion

d?q dq 1
— — —q = E(t); .
oz T+ ma = B (5.8)
o bien, diferenciando
d*I dal 1 dFE
R— —] = —. 5.9
dt? + dt + C dt (5.9)

Ejemplo 5.4.1 Un circuito RLC en serie tiene una fem dada por E(t) = sen(100¢)
voltios, un resistor de 0,02 ohmios, un inductor de 0,001 henrios y un capacitor de 2
faradios. Si la corriente inicial y la carga inicial son cero, determinemos la corriente
del circuito para t > 0.

Tenemos L = 0,001, R = 0,02, C = 2, y E(t) = sen(100¢). Reemplazando en
(5.9) obtenemos

d?1 dl
O,OOlE + 0,025 + 0,57 = 100cos(100¢),
o bien 2T I
7o) + 20% + 5007 = 100.000 cos(100¢).

Como la ecuacién caracteristica
k? + 20k + 500 = 0
tiene raices k = —10 = 20z, la solucién general de la ecuacién homogénea es
I(t) = e %%[cy cos(20t) + cosen(201)] .

Usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos una solucién parti-
cular de la forma
I,(t) = Acos(100t) + Bsen(100¢) .
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Reemplazando en la ecuacién no homogénea obtenemos

95 2
I
9.425 9.425

lo que implica

L(t) = m[—% c0s(100¢) + 20sen(1001)] .

Entonces

1
I(t) = e '%"[c; cos(20t) + cosen(20t)] + m[—% cos(100¢) 4 20sen(100¢)] .

Nuestras condiciones iniciales son I(0) = ¢(0) = 0.
Para encontrar I'(0), se sustituyen los valores de L, Ry C' en (5.7) y se igualan

ambos miembros para t = 0:
(0,001)I'(0) + 0,027(0) + 0,5g(0) =sen(0) = I'(0)=0.

Obtenemos asi

95
= ] — _ -
0 0) =e - 5755
2.000
= I =1 2 —
0 (0) 001 + 002 + 9.425 ,
lo que implica
95 105

“T915 Y 27T 718850

Por lo tanto

5
_ 9
18.850°¢"(20%)

95
T — —10¢ 9
(t) e 0405 cos(20t)

20
1 .
9'425sen( 00¢)

1
0405 cos(100¢) +



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 157

5.5 Problemas resueltos

Ejercicio 5.5.1 Un hombre se desplaza en direccién norte con velocidad constante
de v; metros por segundo. En el instante inicial llama a su perro que se encuentra
a 100 metros al este de él. Si el perro corre con velocidad v, = 2v; dirigido a cada
instante a su dueno, determine la trayectoria descrita por el perro y el tiempo en
que tarda en alcanzar a su amo.

Solucién. Supongamos que inicialmente el hombre se encuentra en el origen y que
el perro se encuentra en el punto (100, 0). Sea P = (z,y) la posicién del perro en el
instante ¢. En ese mismo instante el hombre se encuentra en H = (0, v1t).

H .
\ P
100
Figura 33
Tenemos p ; .
Yy y—n i
—_ — t = —(y—uay).
0 - o (y — zy')

La longitud de la curva y = y(z) que describe la trayectoria del perro entre el punto
(100,0) y P es

100 100

vat = vV1+ yw?de = %(y—xy') = V1 + y'(u)?du.

x 1 x

Derivando con respecto a x y usando que v, = 2v7, nos queda

2—ay) = —/T+ WP

Poniendo p = 4, que implica p' = ", y reemplazando obtenemos

2dp d_x

V1 o+ p? x

Al integrar se tiene

21n(p+\/1+p2):ln(x)+ln(c) = p+ 1+ p2 =c V.

Como en z = 100, tenemos y = 0 y v’ = 0, debemos tener ¢ = 11—0, y luego

xr
p+ V1 + p? :\{—O_-
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Por lo tanto

e integrando

= L[4 - o [ - wa]

1 3 200
= —x7 — 10 =,
301: \/x_ + 3
De esta forma 500
0) = —
y(0) 3
y el tiempo en que tarda en alcanzar a su amo es
200
— segundos.
31)1

Ejercicio 5.5.2 Un cuerpo de 8 libras de peso cae desde el reposo hacia la tierra
desde gran altura. A medida que cae, la resistencia del aire actiia sobre él. Suponga
que esta resistencia en libras, equivale numéricamente al doble de la velocidad, en
pies por segundos. Determine la velocidad y la distancia de caida en el tiempo
t. Considere g = 32(pies/seg®). Analice las funciones resultantes en el caso que
t — oo.

Solucién. Por la Segunda Ley de Newton se tiene

dv
— = F E.
mdt 1 + 2
donde
w peso 8 1
m = — = — = — = -,
g g 32 4
Fy, = fuerza de empuje = mg = 8§,
y
F, — fuerza de resistencia — —2uv.

Por lo tanto tenemos la ecuaciéon

1 dv
S =8 — 2v.
T -8R

Separando variables y multiplicando por 4 obtenemos

dv
4 —wv

= 8dt,
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e integrando

—Inl4—v] = 8 — In(c) =4 —v = ce ™.

Como v(0) = 0, debemos tener ¢ =4 y luego v(t) = 4(1 —e %).
x
Para conocer la distancia recorrida en el tiempo ¢, pongamos v = a con z(0) =

0. Obtenemos asf la ecuacién
dr =4 (1 — e_St) dt cuya solucién es

—8t 1
z(t) =4 [t+%] +c¢ ycomo z(0)=0 = ¢ =—2

2

x(t):4{t+%8t—é] |

Conclusiones.

a) Como v(t) =4(1 —e™%), se tiene que  lim v(t) = 4.
t—00
Lo 1 ' :
b) Como z(t) = 4 t+§e ~3 , se tiene que x — 00 si t — 00.

Esto no implica que el movimiento serd eterno. Al llegar a la superficie esta
solucién no funciona.

Ejercicio 5.5.3 Una barcaza estd siendo remolcada a 16 pies/seg . Cuando se
revienta la cuerda que tira de ella, a partir de ese momento, contintiia su movimiento
en linea recta, pero frendndose con una velocidad proporcional a la raiz cuadrada
de su velocidad instantanea. Si después de dos minutos de que se revienta la cuerda
se observa que la velocidad de la barcaza es de 9 pies/seg , ; qué distancia recorrerd
antes de quedar en reposo?

Solucion. Se tiene

do z(0) = 0,

i —ky/v  con las condiciones v(0) = 16 pies/seg,
v(120) = 9 pies/seg .

Integrando la ecuacién se obtiene

2\/1)_ = —kt + Cy .

Como v(0) = 16, debemos tener ¢; = 8,y por lo tanto

k
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Pero 1
v(120) = 9 = 3 = —60k+ 4 = k= .
y luego
t
(A
De esta forma )
dx 4 t
—_— = ) = P
dt 120)
e integrando
120 t\° t\*®
= —— |4 - = = —40(4 - — )
z(t) 3 ( 120) + ¢ O( 120) + ¢

La condicién z(0) = 0 implica ¢, = 40-4% = 2.560, y tenemos
£\ ?
t) = —40 14 — — 2.560.
#(t) < 120) *

La barcaza estara en reposo cuando 92 = 0, luego esto sucederd a los ¢ = 480

dt
segundos. Ademas como

480\ °
z(480) = —40 (4 _ Eo) + 2.560 = 2.560 pies,

la distancia que recorre antes de quedar en reposo es de 2.560 pies.

Ejercicio 5.5.4 Una particula de masa m se desliza hacia abajo sobre un plano
inclinado bajo la influencia de la gravedad. Si al movimiento se opone una fuerza
f = kmv? y 0 es el 4ngulo de inclinacién del plano, encontrar:

a) La velocidad de la particula en funcién del tiempo, suponiendo que parte del
reposo.

b) El desplazamiento en funcién del tiempo si z(0) = 0.

c¢) El tiempo necesario para que se desplace una distancia d desde el reposo.

Solucion. La ecuacion del movimiento es

d
md—: = mgsen(f) — kmv?.

a) Separando variables obtenemos

dv

_ _ /9
i kdt, donde A= ksen(ﬁ)
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o lo que es lo mismo

dv dv
— = —2Akdt.
v—A v+ A

Como v(0) = 0, integrando obtenemos

In(v(t) — A) —In(—A) — In(v + A) + In(A) = —2k At
y exponenciando

v(t) — A A (t) —

— — e—zAkt
—A v(t) + A v(t) + '

Despejando y reemplazando el valor de A se tiene

q 1— 72 gksen
= 1/ Zsen(0) sen 6) tanh(y/kgsen(0)t) .
k 1 4 6—2\/kgsen k

b) Integrando la expresién anterior y usando que z(0) = 0 obtenemos

gksen(é‘)s
z(t) = ’/—sen / ds
0 146 k:gsen( )s

-9 / L —24/ gksen(0
= ’/—sen /ds+ / ghsen(8
\/gksen 1+ 6—2 gksen(e)

1+e —24/gksen(0) t
= —sen(9)(t + n )
k gksen(Q) 2

1 1 —24/gksen(0) t
= E(\/gksen(e)tlen( T 5 )

1 — 1 +€—2\/gksen(6')t
= (V@) (T
_ 1 1n(e\/gksen<0>t1 +e v gksenw)t)

k 2

1 | e\/gksen(é')t + e—\/gksenw)t
Tk 2 )

1
= %ln(cosh( gksen(0)t)) .

c)Siz=d
1
d= z In(cosh(y/gksen(f)t))

lo que implica
_arccosh(e")

gksen(f)

ds)

161
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Ejercicio 5.5.5 Una pelota de 6 onzas de peso se lanza hacia arriba desde una
altura de 7 pies con una velocidad inicial de 84 pies por segundo. Si la pelota esta
sujeta a una resistencia del aire igual a 3/128 (libras por segundo) de la velocidad de
ella (pies por segundo) ; Que altura maxima alcanzard antes de regresar a la tierra?
Datos: 1 libra = 16 onzas, g = 32 pies por segundo al cuadrado.

Solucién.Tenemos la ecuacion

dv 3
Moy = =My = o0, z(0) = 7, v(0) = 84,
donde
6 3 3 1 3
— — —1b = 21 = .- = =
mg 6 onzas 16 b S b = m S 39 576
Reemplazando obtenemos

3 dv 3 3 dv
—_— = = - — == — 20 = —32
956 dt s 128" a7 ’

cuya solucion es

o(t) = e 12" [/ —32¢/ 2dt + c] — u(t) = e ¥ [-16e" + (]

= o(t) = —16 + ce *.
Como v(0) = 84 tenemos
84 = =16 + ¢ = ¢ = 100,
y entonces
v(t) = —16 + 100e™*.

Para calcular el tiempo t; que se demora en alcanzar la altura maxima debemos

resolver
v(ty) = —16 + 100e™*° = 0.

Por lo tanto

16 4 4 2
T = — = — 2ty = In( -] = 2In{ =
¢ 00 25 W n<25> n<5>

También tenemos

t
z(t) = z(0) + / v(s)ds = 7— 16t —50(e * —1) = 57 — 16t — 50e %,
0
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y luego la altura maxima es

x <ln (g)) — 57—16In (g) —50e2(3) = 57_50-

= 49-16-1In <g> = 34.3393 pies.
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4 5
Z 16 (2
25 6“(2)

Ejercicio 5.5.6 Una masa de 4 libras se suspende de un resorte ocasionando un
estiramiento de 2 pie. En el instante ¢ = 0, sin velocidad inicial la masa se desplaza
0.5 pie sobre su posicién de equilibrio y se suelta. En el mismo instante se aplica
una fuerza externa equivalente a f(t) = 8sen(t) libras. Suponiendo que no hay
resistencia del aire, encontrar la ecuacion del movimiento resultante y la posicién

pie

del objeto al cabo de 7 segundos. Considere g = 32@.

Solucion. La constante de rigidez k del resorte verifica

2k = mg = 4

lo que implica k = 2%- y m = % Slugs.
Como el constante de amortiguacién es nula, la ecuacién del movimiento es
k t
ok 10
m m

es decir

1
"+ 16x = 64sen(t), =x(0)= —5 7'(0)=0.

Aplicando transformada de Laplace y poniendo L£(z(t))(s) = X (s) obtenemos

1 64
2 _
s X(s)+§s+16X(s) = T
Esto implica
64 1 s
X - _Z
(5) (s24+1)(s2+42) 252442
64 1 16 4 1 s
158241 1582442 2524427
Por lo tanto a4 16 .
z(t) = Bsen(t) - Bsen(llt) -5 cos(4t) .
Luego
s 32 1
—-) = —V2+- = 351 .
#(7) 15\f+2 3.516989

y el objeto esta abajo de la posicion de equilibrio.
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Ejercicio 5.5.7 Una masa de 2 kg. se sujeta a un resorte suspendido del techo.

Esto ocasiona que el resorte se estire %m. al llegar al reposo en equilibrio. En el
instante £ = 0, la masa se desplaza 1 m. hacia abajo, y se suelta. En el mismo
instante se aplica una fuerza externa f(t) = %2 cos(t)newton al sistema. Si la

constante de amortiguacién es 6 newton seg/m , determine el desplazamiento x(t)
de la masa en un instante ¢ > 0 cualquiera. Considere g = 9.8m/seg2.

Solucién. Tenemos m = 2 Kg y estiramiento 1¥m. Luego la constante k del

125
resorte es

125 125
=298 — = —-
b 08 196 10

De esta forma nuestra ecuacién diferencial es

125 195
" i —aY — _°
" + 32" + 50 " 58 cos(t) .

con las condiciones iniciales

La ecuacién caracteristica es

125

NM43A+— =0
oA 20 ’
cuyas raices son
A= —§j:2@.
2

Luego la soluciéon general de la ecuacién homogénea es
zh(t) = e’%t[cl cos(2t) + cosen(2t)].

Para encontrar una solucion particular de la no homogénea, usando el método de
los coeficientes indeterminados, buscamos una solucion de la forma

z,(t) = Acos(t) + Bsen(t).
Entonces

x,(t) = —Asen(t) + Bcos(t),
z,(t) = —Acos(t) — Bsen(t),

y reemplazando en la ecuacién obtenemos

195 125 125
— = [—A B+ —A —-B—-3A+ —B .
53 cos(t) [-A+3B+ 50 Jcos(t) + [ 3A + 50 Jsen(t)
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Tenemos entonces el sistema

ZA+3B = 2
—3A+23B = 0

cuya solucion es

4
A=1, B = -
’ 7

Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacion es

2(t) = e 3'cycos(2t) + cosen(2t)] + cos(t) + gsen(t).

Las condiciones (0) = 1 y 2'(0) = 0 implican respectivamente
3 4
Cl—|—1:1 y 202—5014—?:0.
Luego
2
c1=0 y Co = A

y nuestra solucién es

92 4
z(t) = —?e’%tsen(%) + cos(t) + ?sen(t).
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Capitulo 6

Soluciones en Serie de Potencias

6.1 Recuerdos de Series de Potencias

Una serie de potencias en un punto xp es una expresion de la forma

Zan(x—xo)” = ag+ay(r — 1) + az(r —20)* + - (6.1)

n=0

donde z es la variables y los coeficientes a,, son constantes.
Se dice que (6.1) converge (resp. converge absolutamente) en z = r si la
serie infinita (de nimeros reales)

oo oo
Sl a0 (esp. S | anlr — x0) ")
n=0 n=0

converge; es decir, si el limite de la sumas parciales

N
sN:Zan(r—xo)" (resp. Z|anr—x0 ")
n=0

cuando N tiende a infinito existe ( pertenece a R).
Si este limite no existe, se dice que la serie de potencias (6.1) diverge en z = r.
El siguiente resultado, cuya demostracion fue hecha en los cursos de Célculo,
determina para que valores de x la serie de potencia (6.1) converge.

Teorema 6.1.1 1. Para cada serie de potencias de la forma (6.1), existe un
numero R, 0 < R < 00, llamado radio de convergencia, tal que
(6.1) converge absolutamente para | © — xo |< R y diverge para | © — zo |> R.

2. 51

lim | 224 = [

n—o0 an
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entonces
1
a) 0<L<oo = R= I
b)) L=c0c =— R=0
¢c) L=0 = R=x
Si lim,, s o | il | no existe, se deben emplear otros métodos para calcular R

(por ejemplo: el criterio de la raiz).

3. Si la serie de potencias (6.1) tiene radio de convergencia R > 0, podemos
definir

f(:(;):Zan(x—xo)" V zo—R<z<z+R.
n=0
Entonces ¥V xy— R <z <xy+ R, f(x) es diferenciable y

o0
"(z) = Znan(x )
n=0

Ademds el radio de convergencia de esta nueva serie de potencias es también
R.
Por lo tanto ¥V xyp— R <z < x9+ R, f(x) es infinitamente diferenciable
y podemos obtener sus derivadas derivando término a término en la serie de
potencias.

4. an, = £ (o 0)

n!

5. También se tiene

/f n (llﬁ—l'o)nJrl—i—C V 2g—R<z<zy+ R.

Ejemplo 6.1.2 Calculemos el radio de convergencia de la serie de potencias
o0
2 TL
>y
n+1

n=0

Tenemos

|an+1 |:|( 2)" 1 +1 =| -2 n+1 =2 N
an n+2 (=2)" n+2 n+ 2

Por lo tanto R = % y la serie converge absolutamente para 2 < z < %, y diverge

2
para r < g y x> % Para z = g nos queda la serie

00(_2)n 1n_oo 1
n+1(_§) _Zn+1

— 2.

(serie arménica) ,
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que es divergente.

Para = = % nos queda la serie

3

Z - 1 2 = Z n 1 (serie armonica alternada) ,
n n

n=0
que es convergente.
. . . . . 5 7
Luego el conjunto de convergencia de esta serie de potencias es el intervalo |3, 5]

Ejemplo 6.1.3 Consideremos las serie de potencias

o0

Z x".

n=0
Tenemos L =1 y por lo tanto su radio de convergencia es R = 1. Como claramente
esta serie no converge para x = +1, su conjunto de convergencia es el intervalo
|-1,1[. Ademds V —1<z <1 tenemos

E " = 1— =2 progresion geométrica de razén x .
—x

Ejemplo 6.1.4 Cambiando x por —z en la serie anterior obtenemos

oo
> (=1t
n=0
Por lo tanto R = 1, su conjunto de convergencia es |—1,1[ y
- 1
d (=1t = V —l<z<l.
— 1+z

Ejemplo 6.1.5 También las siguientes series de potencias tienen radio de conver-
gencia R =1y conjunto de convergencia el intervalo | — 1, 1[:

(=) "z | (=" , nx""
n=0 n=0 2n+1 n=1
Como la segunda serie se obtiene integrando término a término la primera y
o0
Z(—l)”x% S vV —1l<z<l1
v 1+ 22 ’

tenemos que

.~ x2n+1 T 1
E:O(—l) il /0 1+t2dt = arctan(z) V —1l<z<l.

n=

Ademds como la tercera serie se obtiene derivando término a término la serie del
ejemplo (6.1.3) tenemos que

= d 1 1
-l S — —1 1.
E nx dx(l—x) e v <x<
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6.2 Recuerdos de Funciones Analiticas

Se dice que una funcién f(z) es analitica en z = x; si existe intervalo abierto I(zy)
en torno a zp y sucesién (a,) de nimeros reales tal que

flz) = Zan(x—xo)” Ve l(x).

Observe que la serie anterior necesariamente tiene radio de convergencia R > 0.
Ejemplo 6.2.1 La funcién f(z) = = es analitica en ] — 1, 1[.

Por (6.1.3) sabemos que es analitica en z = 0. Si zy € |-1,1],

1 1 o 1
l—z (l—xg)—(:(:—xg) N l—mzgl— =2
_ n
N 1—1,'0”2::0 1—1,'0 37 xO)

y el radio de convergencia de esta serie de potencias es R =| 1 —xq |> 0.

Ejemplo 6.2.2 Més en general si una serie de potencias Y a,(z — x()" tiene
radio de convergencia R > 0, entonces la funcién f(z) = Y 7 a,(x — zo)" es
analitica en todo x €|y — R, xy + R].

En efecto si 1 € |zg — R,y + R, f es infinitamente diferenciable en z = z; y

entonces
o0

f(x) = bale —z1)"

f(”) (xl)

n!

con b,

Ejemplo 6.2.3 Todo polinomio f(z) = Ag+ Ajx+-- -+ A,z", es analitico en todo
punto zy de R.

Ejemplo 6.2.4 Toda funcién racional f(z) = Pg) (donde P(z),Q(x) son poli-

nomios), es analitica en todo x, tal que Q(xg) # 0.

()

Ejemplo 6.2.5 Las siguientes funciones son analiticas en todo R:

e’ = 1+x_|_412”_?+... = Zrozo:o%
3 5 . _1yn "
sen(z) = z-L+L—... = Y2 (én+)1)!x2 +1
x2 x? —1
cos(z) = 1-L+Z —... = ZZOO((%))’:E

y las respectivas series de potencias tienen radio de convergencia R = oo.
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Ejemplo 6.2.6 La funcién

In(z) = 1:—1—%(1:—1)2—1-;@—1) Z :(:—1)"

n=1

es analitica para todo xy > 0 y el radio de convergencia de la serie de potencias es
R=1.

6.3 Solucién en torno a puntos ordinarios
Consideremos la ecuacién homogénea

ax(x)y" + ar(x)y + ag(x)y =0, (6.2)

en su forma normal
y" +p(x)y" +q(z)y =0. (6.3)

Definicién 6.3.1 Un punto xy se dice un punto ordinario de (6.2) o de (6.3) si
las funciones p = cyq= “—(2’ son analiticas en xy. Si xo no es ordinario para (6.2)
se dice que xy es un punto singular de (6.2).

Ejemplo 6.3.2 Considere la ecuaciéon

zy" + %y' + sen(x)y = 0.

1—

Entonces p(z) = 1= es analitica en todo g # 1. Por otra parte

sen(r) x—%4+5H - 2zt
_ _ r s — 14z .
a() T x 3!+5!

y como esta serie tiene radio de convergencia R = oo, ¢(z) es analitica en todo
Xg € R.
Asi el tnico punto singular de nuestra ecuacion es xg = 1.

El siguiente teorema nos dice como resolver (6.2) alrededor de un punto ordinario.

Teorema 6.3.3 Si zy es punto ordinario de (6.2), entonces (6.2) tiene dos solu-
ciones analiticas linealmente independientes de la forma

oo
E an(x — 20)"

n=0

con radio de convergencia mayor o igual que la distancia de xy al punto singular
(real o complejo) de (6.2) mdas cercano a xy.
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Ejemplo 6.3.4 Encuentre la soluciéon general de

y'—ay=0
alrededor de zy = 0.

Primero notemos que como nuestra ecuacién no tiene puntos singulares, las solu-
ciones que encontremos usando el teorema (6.3.3) estaran definidas para todo = € R.

Sea ¢(z) = > °  a,x™. Debemos determinar los valores de los coeficientes a,
para que ¢(z) sea solucién de nuestra ecuacién. Sus derivadas son:

o0 o0
= g na,z" 'y E n(n — 1)a,z" 2.
n=1 n=2

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

o0

o0
E n(n — 1)a,z" 2—E apz"t=0.
n=2

n=0
Dejando ambas sumatorias con término general x™ tenemos

o0 o0

Z(n +2)(n+ 1)ay 22" — Z ap_1z" =0,

n=0 n=1

y juntando las sumatorias

2ay + Z [(n+2)(n+ 1)ap2 —a, 1]z" =0.

n=1

Por lo tanto debemos tener
aa=0 'y (n+2)(n+1ayp—a, 1=0 Yn>1

lo que implica
Ap—1

(n+2)(n+1)

Para darnos cuenta como es la expresion del término general a,,, lo calculamos para
los primeros valores de n. Tenemos para n = 1,2 y 3 respectivamente

Yn>1

Ao = 0 Yy api2 =

1 1
a3 = 3500 a4 = =0 05:5702:0,
yparan =45y 6
1 1 1 1 1 0
g = —a3 = —————a ;= —Q4y = —————a ag = —as =
765 ° (2.3)(5.6) ° "6t (3.4)(6.7) STeT
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Esto nos permite darnos cuenta que para todo n > 1

Qo a1

(23)(5.6)--(Bn—1)(Bn) T BA(6.7) - (Bn)(3n + 1)

asy, — y

agn2 =0,
con ag y aq arbitrarios. Luego si definimos

x3n

¢r(x) = 1 + ;(2,3)(5.6)---(%—1)(3”)

ot 3(n+1)

B =Tt Y GG GG D)

n

como ¢1(z) y ¢2(x) son LI ( W (g1, ¢2)(0) = 1) la solucién general de nuestra
ecuacion es

¢(r) = appr(v) +  arda(r) , ag,a1 €R
y esta definida para todo z € R.

6.4 Ecuacion de Legendre y Polinomios de Legen-
dre

En ésta seccién estudiaremos las soluciones de la ecuacién de Legendre
Lly)=(1—2*)y" — 229y + a(a+ 1)y =0,

donde « es una constante real, alrededor del punto z = 0.
Como las funciones

2z _ala+1)

p(z) = 12 y q(z) = 1_ 2

son analiticas en todo x # 41, los puntos singulares de la ecuaciéon de Legendre
son precisamente x = +1. Por lo tanto el punto z = 0 es ordinario y las soluciones
P(x) =D 07, anz”, estardn definidas por lo menos para | z |< 1.

Para este ¢(x) tenemos

¢ (r) = Znan:(:"_l y ¢'(z)= Zn(n —1a,z" 2.
n=1 n=2
Luego
—2x¢'(x) = Z —2na,x" 'y
n=0
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P"(z) = Z(n +2)(n 4+ Vayr" y —2¢"(z) = Z —n(n —1)a,x".
n=0 n=0

Reemplazando en la ecuacién de Legendre obtenemos

L(g)(x) = [(n+2)(n+1)a,e —n(n—1)a, — 2a, + a(a+ 1)a,)]z"

]38

0

3
Il

[(n+2)(n+1)ape + (@+n+1)(a—n)a,]z" = 0.

I
NE

i
(o=}

Por lo tanto, debemos tener para todo n > 0
(n+2)(n+1apso+ (@+n+1) (e —n)a, = 0

lo que implica
. __(a+n—|—1)(a—n)a
T+ 2)(n+1)

Paran =0,1,2,3 y 4 obtenemos respectivamente

= g

a3 = — (a+23).(20471)a1

ay = —(‘”34)_(;‘*2)@ _ (a+3)(z;2?(a72)a0

g = _(a+56).(;¢—4)a4 _ _(a+5)(a+3)t(3(.3g.|:11.:)))(.12(04—2)(a—4)ao.

A partir de estos valores se puede demostrar por induccién que para todo n <1

(a+2n—-1)(a+2n—-3)--- (a+1a(a—2)--- (o —2n+ 2)

as, = (=1)" ao ,
(2n)!
B _1n(a+2n)(a+2n—2)---(a+2)(a—1)(a—3)---(a—2n+1)
a2n+1 = ( ) (2n+1)! ag .
Definamos
pi1(z) = 1+
= pla+2n—1D(a+2n—-3)---(a+Dafa—-2)---(a —2n+2) ,,
nzz:l(_l) (2n)! T
¢2(l‘) = x+
= pla+2n)(a+2n—-2)---(a+2)(a-1)(a=3)---(a=2n+1) 5,
Syt 2 e 2l a9 ) onit,

n=1
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Entonces ¢1(x) y ¢2(x) estan definidas por lo menos para | z |< 1y son linealmente
independientes (W (1, ¢2)(0) = 1). Luego la solucién general de la ecuacién de
Legendre es

p(r) = appi(r) + arga(z), ap,a1 €R.
Observaciones 6.4.1 1. Si « = 2m con m un nimero natural, entonces
- (a+2n—1D(a+2n-3) - (a+Da(a=2)---(a—=2n+2) ,
Z(_l)n (2n)| € nv
n=1 ’

es un polinomio de grado 2m que contiene solo potencias pares de x. Por su
parte ¢o(x) es una serie infinita de potencias. Por ejemplo:

a=0 = ¢i(z)
a=2 = ¢(x) =

2. Si @ =2m + 1 con m un nimero natural, entonces ¢;(z) es una serie infinita
de potencias, pero ahora ¢(x) es un polinomio de grado 2m + 1 que contiene
solo potencias impares de x. Por ejemplo:

a=1 = ¢(z) ==,

5)
a=3 = ¢2(x):x—§x3,

14 21
a=5 — QSQ(I‘)ZLE—?x?"i‘EIﬁ

3. Luego podemos concluir que para todo niimero natural m, existe un polinomio
de grado m que es solucion de la ecuacién de Legendre

(1—2*)y" =22y +m(m+1)y = 0.

Definicién 6.4.2 Sea n un numero natural. Se llama enésimo polinomio de
Legendre al polinomio P,(x) de grado n que es solucion de la ecuacion de Legendre

(1—2?)y" =22y +n(n+1)y = 0,
y verifica P,(1) = 1.

La siguiente férmula, que demostraremos como ejercicio, nos da una definicién
alternativa de los polinomios de Legendre.

Ejercicio 6.4.3 Para todo ntimero natural n se tiene

1 dn i
Fale) = gipgm@ D"
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Demostraciéon. Fijado n consideremos el polinomio u(z) = (z? — 1)". Tenemos
entonces

u'(z) =n(z® —1)"12z = (2% - 1)u/(2) - 2nzu(r) =0.
Derivando consecutivamente esta ultima expresion k veces se obtiene

(2% = Du'" (x) + 220 (z) — 2nau’ (z) — 2nu(z) =0
(2% — Du" (z) + dau” (z) + 2u'(2) — 2nzu (x) — 4nu/(2) = 0

(22 — Du* D (2) + 22ku™ () + k(k — Du* D (2) — 2nazu® (z) — 2nku®(z) = 0
Poniendo £ = n + 1 en la 1ltima ecuacién se tiene
(22 — Du2(2) + 22(n + Ve (@) + (n + Dnu™ (2) = 2nzu T (2) — 2n(n + 1)u'™ (z) = 0,
y agrupando términos

(22 — 1)u"*? (z) 4 220" (z) — n(n + 1)u™(z) = 0.

Poniendo ¢, (z) = “£-u(z) y multiplicando por —1 obtenemos

(1 —2%) ¢! (v) — 22q,(7) + n(n + 1)g,(z) = 0.
Luego el polinomio ¢, (z), que es de grado n, es solucién de la ecuacién de Legendre
(1—2?)y" =22y +n(n+1)y = 0.
Ademas

I (e A (e
= [(z—=1D)""(z+1)" + términos que contienen a x — 1 como factor

nl(z +1)" 4+ términos que contienen a x — 1 como factor.

Por lo tanto

qn(1) = 2"n!,
y asi
1 dr
P, = —(2* = 1)".
(z) 2rn! dzn (v )

Los siguientes tres ejercicios se dejan para ser resueltos por el lector.
Ejercicio 6.4.4 Usando la férmula anterior compruebe que

Py(r)= 1, P(x)==z, Px)=32"—-35, P(z)=32" 3z,

Py(z) = Szt — L7+ 2.
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Ejercicio 6.4.5 Sea f(x) una funcién n veces continuamente diferenciable en el
intervalo [—1, 1] y sea

[ = /llf(:(;)Pn(x)dx.

Integrando por partes demuestre que

[ = ;2” / @) = 1)

Ejercicio 6.4.6 Demuestre que
1 2n

2n+1 o 2n 2n—1

/cos (0)dod = P (f)sen(0) + 1 /cos (6)d6 .

El siguiente ejercicio nos dice que la familia de los polinomios de Legendre es
ortogonal.

Ejercicio 6.4.7 Pruebe que

/1 P () Py () d = {

1

2n+1
2
Demostracién. Usando ejercicio (6.4.5) con f(z) = P,(z) y m < n, tenemos
f™(z) = 0 para todo = y por lo tanto I = 0. Esto demuestra la férmula para
n # m.

0, si m#n;
1, si m=mn.

Supongamos ahora f(x) = P,(x). Entonces f™(z) = (;"n)!! y luego
(=1)"(2n)! /1 2 2(2n)! /1 >
[ = L )de = 1 — 22)da.
92n ()2 71(1" )"dw 22 ()2 (1 —a%)"dw
Para resolver esta integral pongamos = = sen(f)) y usemos ejercicio (6.4.6):
2(2n)! (2
I = 22((n'))2/2cos2”+1(9)d9
(n! 0
_2(2n)! 1 2n 3 2n L
= ) <2n 7 o8 (9)sen(9)/0 ot 1 /0 cos (9)d9>
2(2n)! 20 [

= /2 cos®~1(0)dp
0

220(nl)2 2n + 1

2(2n)! 20 2m -2 2 [
T 2m(pl)? 2n + 1 2n—1"'§/0 cos(9)d

~2(2n)! 2"n! ~2(2n)! nl2m
©o22(p!)2 1.35.---(2n+1) 27l (2n)!(2n+ 1)
2

o 2n41°

Esto prueba la férmula cuando m = n.
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Ejercicio 6.4.8 Considere la ecuaciéon de Hermite

y' —2zy +2py = 0.

a) Demuestre que la solucién general es

y(x) = ay(x)+cpl(r), o,ceR,

donde
() = 1-— %xgwﬁ_ 2p(p _;)(p_4)$6+
Ya(z) = x—%xst 2 (p—g(p—?))xg)_ 2 (p—l)(pﬂ- 3)(p_5)x7+.”

Encuentre el enésimo sumando de ambas series y pruebe que convergen para todo
reR

b) Muestre que si p = 2n con n un nimero natural, entonces y; () es un polinomio
de grado 2n que contiene solo potencias pares de z y que yo(z) es una serie infinita.
Muestre que si p = 2n+ 1 con n un niimero natural, entonces y,(x) es un polinomio
de grado 2n + 1 que contiene solo potencias impares de z y que y;(x) es una serie
infinita.

Calcule estos polinomios para p =0,1,2,3,4 y 5.

c¢) Para cada niimero natural n se define el enésimo polinomio de Hermite H,(z),
como el polinomio que es solucién de

y" —2xy' +2ny = 0

y cuyo término dominante es 2"z".
Calcule Hy(z), Ha(z), -+ , H5(z).
d) Pruebe que

22 d" _ 2

dm"e

H,(z)=(-1)"e

6.5 Soluciéon en torno a puntos singulares regu-
lares

Definicién 6.5.1 Sea xy un punto singular de la ecuacion
y" +p(x)y +q(z)y = 0.
Entonces xy se dice un punto singular regular de la ecuacion si las funciones
(z —zo)p(z) y (v —w0)*q(2)

son analiticas en x = xg.
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Ejemplo 6.5.2 Considere la ecuacién de Legendre
(1—2%)y" —2zy +ala+1)y = 0.
Sabemos que sus unicos puntos singulares son x = +1. Aqui

—2x ala+1)
1 — xz y q(x) - 1— ./L'2 .

p(r) =

Como las funciones

2

(x — Dp(z) = T2 y (z—1)7%qz) = —ala+1)

r—1
1+=x

son analiticas en z = 1, y las funciones

(x+ )p(z) = —12_3”36 v (@412 = ala+1)

z+1
1—z

son analiticas en x = —1, tenemos que ambos puntos x = 1 y £ = —1 son puntos
singulares regulares de la ecuacion de Legendre.
Ejemplo 6.5.3 Para p > 0 considere la ecuacién de Bessel de orden p

22y +ay + (2 —pPy = 0.

Claramente su unico punto singular es z = 0. Como

2 2
xr 2™ — P 2 2

r— =1y "—5— =a"—p
x x

son analiticas en x = 0, el punto x = 0 es punto singular regular de la ecuacion de
Bessel.

Ejemplo 6.5.4 También se puede comprobar que x = 0 es punto singular regular

de la ecuacion de Euler

2y’ +pry +qy = 0.

Observaciones 6.5.5 Suponga que xy es punto singular regular de la ecuacién
y' + o)y +q(x)y = 0.
Entonces multiplicando la ecuacién por (z — xy)? nos queda la ecuaciéon
(# = 20)*y" + (z — 20) P()y + Q(z)y = 0,

donde las funciones P(z) = (x — z0)p(z) y Q(z) = (x — x0)%q(z) son analiticas en
r = Xyp.
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6.6 Meétodo de Frobenius

En esta seccion desarrollaremos el método de Frobenius para resolver una ecuacion
homogénea de segundo orden alrededor de un punto singular regular. Primero que
nada observemos que las soluciones pueden no estar definidas en el punto singular, ya
que la misma ecuacion no estd definida alli. Note ademés que podemos restringirnos
al caso en que el punto singular regular es x = 0, haciendo una traslaciéon en la
variable independiente si es necesario, y en que la ecuacién es de la forma

L(y) = 2" +2P(x)y' + Qx)y = 0, (6.4)

con P(z) y Q(z) analiticas en z = 0.
De esta forma

P(z) = Zakxk y Qx) = Zﬁkxk
k=0 k=0

y las series son convergentes para | z |[< R, R > 0.
Buscaremos soluciones ¢ de la forma

d(r) = x’"chxk con ¢ #0
k=0

definidas inicialmente solo para x > 0, z < R. Tenemos

oo oo

¢'(z) = Z(k +r)eprt y @'(z) = 2”2 Z(k +7)(k+7r—1)cpz”.
k=0 k=0
Por lo tanto
Qw)p(x) = (3 ) (D ta')
k=0 k=0
00 k
= Zkak con [ = Z ciBr—j
k=0 Jj=0
wP)d (@) = o (3 (h+r)ew®) (Y anat)
k=0 k=0
00 k
= ,ﬁ[,‘r Z dkx con o = Z(] + T)C]akf] ) y
k=0 Jj=0
2¢' (@) = 2"y (k+r)(k+r— 1o’
k=0

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

L(@)(w,r) = a" Y [(k+r)(k+7—D)ep + e + frla* = 0.
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Entonces
[ ], = (k+r)k+r—Dep+ar+6 =0, VE=0,1,2,---.
Pero

[ 1 = (k+r)(k+r—1e + Z(j +r)cjon—; + chﬁk,j,
= [(k+r)(k+r—1)4+ (k+r)ay + Boler + Z_: ((J + r)ak—j + Br—jlc
= [q(r+Fk)ep + dy,

donde

k—1

q(r) = r(r=1) +ar+py, y dp = Z[(]+7‘)ak—j+ﬁk—j]0j-
=0

El polinomio cuadrético ¢(r) = r(r—1)+ayr+ fy es llamado el polinomio indicial
asociado a la ecuacién. Para k=0

[ Jo = a(r)eo =0

y luego los tnicos valores que pueden admitirse para r son la raices de ¢q. Ob-
serve ademas que dj es combinacion lineal de cg, cq,--- ,cr_1 y que si estos ya estan
calculados, ¢, también puede calcularse por la férmula

_ —dg(r)
er(r) = q(r + k)

si y sélo si q(r + k) # 0.

Entonces bajo la condicién ¢(r + k) # 0 para todo k > 1, todos los ¢x(r) pueden
calcularse recursivamente de modo que si la serie

oz, 1) = cox” + 2" Z cp(r)a”

k=1

converge para 0 < z < r, tengamos
L(¢)(x,r) = cogq(r)z".
Bajo estas condiciones

¢(x,r) essolucibn <= r esraizdeq.
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Sean ry, 7o las raices de ¢ y supongamos 71,72 € R, r; > 5. Entonces
q(ri+k)#0 Vk>1,

lo que implica que si definimos los ¢ (1) por la formula

—dk(Tl)
=1 =—— Vi>1
co(r1) vy c(r) £ ) >1,
tenemos que
di(x) = @ (L4 cx(rr)a®)
k=1

es solucioén si la serie converge.

Si o es distinto de 71 y si se verifica que g(ry + k) # 0 para todo k£ > 1, entonces
poniendo también

—dk(Tg)
=1 = ——" VYi>1
co(r2) y cr(re) (s £ ) > 1,
resulta que
fo(x) = 2 (1+ ) er(rs)a”)
k=1

es otra solucion si la serie converge.

El siguiente teorema nos garantiza que estas series convergen para | x |< r, que
las soluciones ¢1(z) y ¢2(x) estan definidas también para —r < x < 0 (poniendo
| x |" en lugar de z") y que son linealmente independientes. Antes una pequefia
observacién.

Observaciones 6.6.1

q(ra+ k) #0 Vk>1 — r#Fre+k VE>1

<= 1y —7ry 1O es un entero positivo.
Teorema 6.6.2 Consideremos la ecuacion
2*y" + xa(x)y +b(x)y = 0,

donde a(x),b(x) tienen desarrollo en serie de potencias (centradas en x = 0) con-
vergentes para | x |< pg, po > 0.
Suponga que las raices 1,19 del polinomio indicial

q(r) = r(r—1)+a(0)r +b(0),
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son reales y distintas, digamos ry > 1.
Entonces, para 0 <| x |< py, existe solucion ¢1(z) de la forma

pi(e) =]t 1+ aa),
k=1

donde la serie converge para | x |< py.
Ademds si r1 — ry no es un entero positivo, existe una sequnda solucion

fa(z) =[x | (1+)_ &b,
k=1

tal que la serie converge para | x |< py.
Tales soluciones son linealmente independientes para 0 <| z |< po, y los coeficientes
cr Y C pueden obtenerse sustituyendo en la ecuacion.

Para desarrollar el siguiente ejemplo conviene tener en cuenta la siguiente iden-
tidad que puede ser demostrada por induccién

(2k + 1)!
Ejemplo 6.6.3 Consideremos la ecuacion
2.1 3 !
L(y) = x%y +§:17y +zy = 0.
Su polinomio indicial es
3 1 1
q(r) = 7“(7“—1)—1—57“ = 7“2+§7“ = r(r+§),
cuyas rafces son r; =0y rp = —1.
Busquemos una solucién de la forma
o
d(r) = «” chx
k=0
Entonces
o
rh(r) = D DN C R = " Z Cr_1
k=1
§:(;¢5'(:1:) = a2 S o (k + r)epat = x'érc +xri§(k+r)c z*
9 k=0 k 9 0 s 9 k )

¢ (r) = Seok+r)(k+7r—1Dea® = a"r(r—1)co +

z" Z(k +r)(k+r—1)cpa”.
k=1
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Por lo tanto

L($)(x) = cox” + 2" [q(r + k)ex + cxala®,

k=1
lo que implica que para todo k& > 1
o = —Ck—1
g q(r+ k)
Cr—2
> (. =
g+ R)glr+ k- 1)
—1)k¢
— Cp = ( ) 0

q(r—l—k)q(r—i—k—l)---q(r—l—l)'

En r = r; = 0 tenemos ¢(r1 + k) = ¢(k) = k(k + 1), lo que implica que, tomando
co(ry) =1, para todo k > 1, se tiene

(="
c(r) = 1.2.2.3.3. 7. - 21
k'35 7--(2k+ 1)
(—1)k 2k 2k E!
= m (usando (6.5))
(2k +1)!

Por su parte, en r = r, = —1 tenemos q(r» + k) = ¢(—1 + k) = (k — 3)k. Luego si
co(re) =1, para todo k > 1, se tiene

Ck(Tz) = _
%1% L2 gLL L2kl
(

(N]
>
|t

k! 1-3-_5---(2k—1)
(=R 2k 2k (B — 1)
= k=) (usando (6.5))
(_1)k 22lc
2k

De esta forma

X 00 22k B 7% . 0 (_l)k 22k f
+kzz; 2k+1 Yy ¢o(r) =|x| 2 ( +§W1’)a
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y la solucion general es

¢(x) = api(z) + bpa(z), a,beR.

Finalmente observe que como las funciones a(z) = 3 y b(z) = « tienen desarrollo
en serie de potencias convergentes para todo x € R, nuestra solucién general esta

definida para todo z € R,z # 0.

Casos excepcionales.
Llamemos ¢;(x) la solucién encontrada para r = 71 segin el procedimiento anterior.
Veremos aqui como se encuentra una segunda solucién ¢(x), linealmente indepen-
diente con ¢ (x) en los casos 11 = ry y 71 — 75 igual a un entero positivo.
].) rn = Ta.
En este caso

q(r) =q¢'(r)=0.
Observe que existe § > 0 tal que si r € |ry — d,7; + 0[ entonces ¢(r + k) # 0 para
todo k > 1. Luego para estos r's y cada k > 1 existen coeficientes ¢, = ¢ (r) tales
que si

entonces
L(¢)(x,r) = a"q(r).

También para todo r € |ry — d,71 + J[, tenemos

L (?) @r) = LL@)er) = )+ ()

Luego
bo() = Liam)
= 2™ d(r)r") + In(x)a" (L+ ) cx(r)a?)
= @) d(r)r") + In(x)d(w),

es solucién de nuestra ecuacion diferencial.

2) r1 = re + m con m un entero positivo.
En este caso tenemos que

q(r) = (r—r)(r —ra),
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y poniendo ¢o(r) = r — ry y obtenemos
dl (7’2) = (7’2) =0
dm—1(7"2) = Cm—1(7“2) =0 vy
dm(Tg) = 0
Luego

—(r = ra)dm(r)
(r+m—r))(r+m-—ry)’

dp (1) = (r — rz)czm(r) y cm(r) =

y por lo tanto

cm(r2) = 7«15{"12 cm(r) = m

De esta forma todos los cg(r2) y los cx(r) con r cercano a ro pueden calcularse de
modo que si

P(z,r) = x’"ch(r)xk con co(r)=r—rq,
k=0

entonces

L()(z,r) = co(r)g(r)z” = (r—r2)q(r)a".
Pero como ¢y(ry) = ¢1(rg) = -+ = ¢p_1(r2) = 0, no es dificil de demostrar que la
solucion

P(x) = P(x,r) = 2™2Mo(x) = 2"o(x)
es linealmente dependiente con ¢(x). Para encontrar una solucién linealmente
independiente con ¢;(x), derivamos L(¢)(z,r) = (r — r2)q(r)x" con respecto a r,
obteniéndose

L(52) ) = L) = a0+ (= )l + a(a)glr)l

Por lo tanto o0
bala) = S

es solucién de nuestra ecuacion.
Observe que

I‘,T‘Q)

po(r) = " Zc}c(rz)xk + In(z)z"™ ch(rg)xk, es decir
k=0 k=0

Po(x) = x’“zzcﬁc(rz)xk + cln(x)¢y (),
k=0

para cierta constante ¢ € R ( ¢ podrd ser cero).

Resumiendo tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 6.6.4 Consideremos la ecuacion
2*y" + za(z)y' +b(z)y = 0,

donde las funciones a(zx) y b(x) tienen desarrollo en series de potencias (centradas
en cero) convergentes para | x |< py, po > 0. Suponga que las raices 1,79 del
polinomio indicial

q(r) = r(r—1) 4+ a(0)r + b(0)

son reales y verifican 11 > rs.
Siry = 1o, existen dos soluciones ¢1(x), po(x) definidas y linealmente independientes
para 0 <| z |< py, las cuales son de la siguiente forma

¢i(z) =[] oufz),
$a(x) = |z " oa(z) +1In(| @ [)u(z),

donde o1(x) y o2(x) son series de potencias (centradas en cero y convergentes para

|  |< po) con o1(0) # 0.
Si 1 — 12 es un entero positivo, existen dos soluciones ¢1(x), pa2(x) definidas y li-
nealmente independientes para 0 <| z |< po, las cuales son de la siguiente forma

pr(z) =[] ou(2),
p2(r) = [ [ o2(x) +cn(] z [)d(2)

donde o1(x) y o2(x) son series de potencias (centradas en cero y convergentes para
|  |[< po) con 01(0) # 0 # 02(0) y c € R es una constante (que puede ser cero).
Finalmente si las raices del polinomio indicial son complejas, digamos r1 = a4 13,
ro = a —1f3, f # 0, existen soluciones linealmente independientes de la forma

pi(x) = [@|*cos(BIn(| z [))(1+ ) era®),

k=1

ba(x) = | x| sen(BIn(|z |))(1+ Zékxk)

Ejemplo 6.6.5 Considere la ecuacién
Lly) = 2*y" + 32y +(1+2)y = 0.
Tenemos a(xz) =3 y b(zr) = 1 + . Luego el polinomio indicial es
qir) = r(r—=1)+3r+1 = (r+1)?,

cuyas raices son 1, =1y = —1.
Sea

d(z) = P(x,r) = :(:Tch:(:k.
k=0
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Por lo tanto
o0 o0
rp(r) = 2" E ettt = o” E 12",
k=0 k=1

3z¢'(x) = 2" 3(k+r)ca”,

M8\

i
(o=}

(k47r)(k+7r—1)cpa® .

hE

$2¢”(l‘) = "

i
(o=}

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

L(§)(x,7) = eon”q(r) + ) la(r + K)ex + cpa]a®
k=0
Para todo r cercano a r; = —1, ¢(r + k) # 0 para todo k£ > 1. Luego poniendo

e(r) = q(r —|—_k)

obtenemos

L(¢)(w,r) = coxq(r) .
Para estos r’s, poniendo ¢y(r) = 1, de la férmula de recurrencia de los ¢, se puede
deducir

_ (~1)" _ (~1)*

e et Fe ey B () P e R

Por lo tanto

y
L = (=1)* ,
¢r(x) = 27 [1 + kzz;((k|))2x]
Observe ademaés que
[ o k 1 1 1
() = (=DH(=2) 28 (r 32+ RE
1 1 1
12237 kR
1 1 1
r+22(r+32 (r+k)? )

(=2)ex(r)]

7“—|—2+7“—|—3 '”7"+k
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lo que implica
(—2)(=1)* 1 1 1
) = 2 L pe

Por lo tanto

y la solucion general es
d(r) = adi(x) +bpe(x), a,beR,
la cual estd definida para todo z € R, x # 0.

6.7 Ecuacion de Bessel y funciones de Bessel

Para cada p € R, p > 0, consideremos la ecuacién de Bessel de orden p

22y +xy + (2 —pPy = 0.

189

Se llama funcién de Bessel a toda solucion de esta ecuacion. Estas aparecen en
problemas sobre vibraciones de una cadena colgante (Daniel Bernoulli), vibraciones
de una membrana circular (Euler), movimiento de planetas (Bessel), propagacién

de ondas, elasticidad, movimiento de fluidos, teoria del potencial, etc.

Ya sabemos que esta ecuacion tiene a x = 0 como unico punto singular y que
este es regular. Para resolverla alrededor de x = 0 usando el método de Frobenious

calculamos primeramente su polinomio indicial
q(r) = r(r=1) +r—p* = 1" —p",

cuyas raices son r{ =py ro = —p.
Buscamos entonces un solucién ¢(x) de la forma

oo
p(x) = o Z cra® .
k=0
Tenemos entonces

oo
—*p(x) = &' (—pPco—praz+ Y —paa’),
k=2

5
(V)
=
=2
I
5
3
(e

00
Ck$k+2 — er :Ck—zxk,
k=2

Eol
Il
o

NE

zd'(x) = '

Eol
Il
o

k=2

22" (x) = 2"(r(r — Vo + (r + D)reyx + Z(k +r)(k + 7 —1)cpa®).

(k4 7r)epa® = 2" (reg+ (r +1)eyw + Z(k +7)eprt)
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Reemplazando en la ecuacion de Bessel obtenemos

7 (eoa(r) + cg(r+ Do+ 3 _lalr + ke + cpafa” = 0.
k=2

Asumiendo para r los valores +p, con p # %, tenemos que ¢(r + 1) es no nulo.
Por lo tanto asumimos ¢; = 0, inclusive para p = % Para anular los coeficientes
correspondientes a £ > 2 debemos tener

—Ck_z(r) _Ck—2(T) _Ck—2(r)

R R R (2w e

Los primeros ¢ (r) son:

62(7“) _ —00(7“)
(r+p+2)(r—p+2)
cs(r) = 0
04(7“) — —C2 (7“) — o (7“)
(r+p+4)(r—p+4) (r+p+2)(r+p+4)(r—p+2)(r—p+4)
cs(r) = 0
CG(T) _ —04(7“)

(r+p+6)(r—p+6)
—co(r)
(r+p+2)(r+p+4)(r+p+6)(r—p+2)(r—p+4)(r—p+6)

de lo que se deduce

cop—1(r) = 0 y
(—=1)Feo(r)
(r+p+2)(r+p+4)---(r+p+2k)(r—p+2)(r—p+4)---(r —p+2k)

C2k =

para todo k& > 1.
Luego parar =7r; = p y todo k& > 1 se tiene

(=1)*co(r1)
2p+2)2p+4)---(2p+2k)2-4---2k

(—=1)*eo(r1)
20 (p+1)(p+2)---(p+ k)

CZlc(rl) =

Esto implica que

- (—=1)*eo(r1) 2%

bilw) = a* kzo 2+ Dp+2)-(pth)

es una funcion Bessel.
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Para elegir ¢y(r) de modo que ¢;(x) sea la llamada funcién de Bessel de orden
p de primera clase, debemos hacer algunos recuerdos sobre la funcién gamma de
Euler.

Recuerdos de la funcion Gamma.
Para ¢ > 0 estd definida por la férmula

y tiene la siguientes propiedades

lim P() = oo (6.6)
ra =1 (6.7)
Il¢+1) = ql(qg) (6.8)
I'(k+1) = k! paratodok € ZU{0} (6.9)

Para —1 < ¢ < 0 tenemos 0 < ¢+ 1 < 1 y por lo tanto I'(¢ + 1) estd bien definido.
Usando esto y (6.8) se define para —1 < ¢ <0

['(g+1) .
q

P(g) — (6.10)
Teniendo asi definido I'(¢) para —1 < ¢ < 0, podemos usar la misma férmula (6.10)
para definir I en el intervalo | -2, -1[. De esta forma podemos definir I' para todo
nimero negativo que no es un entero preservando la propiedad (6.8). Ademds se
puede demostrar que

lim I'(q) = —oo y (6.11)
q—0—
hr]?i |T(q) | = +oo para todo entero negativo k (6.12)
q—

Volviendo a la ecuacion de Bessel, pongamos

1

o) = Zr 1)

Con este valor de ¢q(r1), usando reiteradas veces (6.8), obtenemos

(=D*

226+ BIT(k+p+1)°

CZk(Tl) =

y la solucién ¢q(x) que se denota por J,(x) que asume la forma

l)k (2)2k+p
Z k' I'k+p+1)
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se denomina funcién de Bessel de primera clase de orden p.
Observe que como la ecuacion de Bessel no tiene otros puntos singulares la funcion
de Bessel J,(x) esta definida para todo x € R, > 0.

Para r =r, = —p y todo k > 1 se tiene
(—=1)*co(r2)
2-4--2k(=2p+2)(—2p+4)---(—2p + 2k)

(=1)*eo(r1)
22N (—p+1)(—p+2)---(—p + k)

CZk(TZ) =

Para que todos los ¢ (r2) estén definidos imponemos la condicién p € Z*.
Asi tenemos la solucién

= (=1)*co(ry) 2%
pr— p ’
$2(z) = @ ; PR (—p+ 1) (—p+2) - (—p+ k)
Poniendo
() = —— -
O =S (—p+ 1)
obtenemos

(=D)"
2 Tk —p+1)

Cog (7“ 2) =
y la solucién ¢o(x) que se denota por J_,(z) y que asume la forma

Q)Zkfp

= (=1)" (3
(@) :; KMT(k—p+1)

se denomina funcién de Bessel de primera clase de orden —p.
Esta funcién de Bessel J,(z) estd definida para todo z € R, z > 0 .

Ademés J,(0) = 0, lo que implica que J,(z) es acotada para £ > 0 cercano a
cero. Por otra parte el primer término de J_,(x) es

(5)77
(—p+1)"

lo que implica que J_,(x) no es acotada para x > 0 cercano a cero.
Luego bajo nuestra condicién: p no es cero ni un entero positivo, las soluciones J,(z)
y J_,(z) son linealmente independientes en R y la solucién general es

d(x) = ady(x) + Jp(z), a,beR.
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Caso p es un entero no negativo.
Sea p > 0 un entero. Tenemos

( )2I~c+p

Zkk+p

k=0

Observe que (6.12) implica

lim |I'(—g+k+1)|=+0c0 para k=1,2,....,p—1
4—p

Por lo tanto en la serie que define a J_,(x) los coeficientes correspondientes a k =
0,1,...,p — 1 son cero. Asi

=, (1)t (3
Tl = D
B 2 (—1)ktr (%)Z(kﬂ?)—p
- Z:(’Hp) L (k+p—p)!

= ()" (3

= U
= (1P ).

Por lo tanto J,(z) y J_,(x) son linealmente dependientes. Para encontrar una
funcién de Bessel linealmente independiente con J,(z), definimos para ¢ > 0 que no
es un entero

J, () cos(qm) = T_y(x)

Yolo) = sen(qm)

Esta funcion de Bessel es llamada funcion de Bessel de segunda clase de orden
q y es linealmente independiente con J,(z) para todo ¢ > 0 que no es un entero.

Si en la fraccién que define a Y, (z) ponemos g = p, tanto el numerador como el
denominador se anulan. Usando L’Hopital se puede demostrar que

Yy(2) = limY, ()

q—p

estd bien definida y que es una funcién de Bessel linealmente independiente con
J,(z). Por lo tanto, en este caso, la solucién general es

d(x) = aJy(x) + bY,(x), a,beR.

Ejercicios.

1) e Jp(@)] = a?Jpa(x)
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2) P Ry(@)] = —2 " Jpa(w)
3) Jy(x) + 5 Jp(x) = Jpa(2)

4) Jy(x) = 5 Ip(@) = —Jpi(z)
5) Jy(x) = 5[Jp-1(x) = Jpsa(w)]
6) Jp(z) = 5[Jp-1(z) + Jpsa(2)]

. _1 .y
7) Demuestre que el cambio de coordenadas y = z~2u transforma la ecuacién de

Bessel de orden p en la ecuacion

1 — 4p?

1
1
u’ 4+ (1 + e

Ju = 0.

8) Demuestre que J%(x) = \/Zsen(z)
9) Demuestre que J_%(x) = /= cos(z)

Soluciones.
1) Tenemos
Z 1)/(: (2)2k+p
k' I'k+p+1)
s (—1)F p2(k+r)
B ; 2240 B TNk +p + 1)

P Jy(z) =

Derivando con respecto a x obtenemos

o0

2(k+p)—1

d 2(k+p)
p pu—
(@] Z 22k+pk'Fk+p+1)

=0
X (Z1)k g2kt -1

= {L’p
Z 92k+p—1 | T(k+p+1)
k= k+p

, ) (_1)k (5)2k+p 1
= > T(k +p)
= 2 J,_1(x).

2) Se demuestra de la misma forma que 1) y se deja de ejercicio.
3) De 1) tenemos
:(;pJI',(x) + p:z:p_lJp(x) = 2P J,_1(x),

y nuestro resultado se obtiene multiplicando por z77.
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4) Se demuestra de la misma forma que 3) y se deja de ejercicio.
5) Se demuestra sumando las ecuaciones 3) y 4).
)
)

6) Se demuestra restando las ecuaciones 3) y 4).
7) Tenemos
1
yle) = a77u(z),
1 1
v(0) = —go tule) + o r(),
" 3 s 2 "
y'(x) = Vi 2u(z) — o 20 (x) + 2 2" (2)
Por lo tanto
—p'y(r) = —p'z2u(z),
(o) = atu(n),
1
zy'(z) = —ix_%u(:(:)Jr:L’%u'(x),
3 1 1
22y (z) = yid 2u(z) — 22 (z) 4+ 220" (2)

3 1 1 1 1 1 1
yid 2u(z) — z2u' (z) + v2u" (z) — 2 2u(x) + 220/ (z) + 22u(z) — pPr 2u(zr) = 0
Reordenando

o lo que es lo mismo

3
2

ziu"(z) + (22 + i(l —4p®)z ?)u(z) = 0.

_3
2

Finalmente multiplicando por 72 obtenemos

u"(x) + (1 + i(l —4p®)r)u(r) = 0.

. 1 : .

8) Para p = 1 el cambio de coordenadas y = z ™ 2u anterior nos da la ecuacién
v +u=0,

cuya solucién general es

u(x) = cpcos(x) + cosen(z) .
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Por lo tanto las funciones

H(z) = x_%sen(x) y o) = r72 cos(x) ,

son soluciones de nuestra ecuaciéon de Bessel de orden %
Observe que como

lim Ji(z) = 0 = lim ¢¢(x) y lim J_i(z) =4oco = lim ¢o(x),

r—0t 2 r—0t z—0t 2 z—0t

tenemos que existe constante A tales que

J%(:(:) = A¢y(x).

Ademsés
S DRk E) ()%
i) = ,; Kl F(k+§)
_ V2 N (2k + 3 )(%)2k
= 5 22; k' TITGkhE D)
y
1(z) = x_%COSCt)—-%x_%sen(x)
= 2 7(cos(z) — %xlsen(x)) :

Luego si llamamos

5 LG
- 72 k!

L
O+ ) = A(cos(m)—§x sen(z)),

k=0

debemos tener /a1
22 1
2 _ oyl
L(3) 2

M(0) =

1
2

Como I'(3) = /7, concluimos que A = \/%, lo que implica

9) Como
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y en el desarrollo en serie de potencias centrada en cero de la funcién sen(z) (resp.
cos(x)) aparecen solo potencias impares de z (resp. solo potencias pares de ) existe

constante B tal que
J

() = Bg(x).

Ny = vay LG
V2

8=

Si llamamos

—~ K T(k+3)

N(0) = D \/g - B
J_i(x) = \/g cos() .

6.8 Ecuacion Hipergeométrica de Gauss

debemos tener

Por lo tanto

Para a, b, ¢ constantes reales, se llama ecuacién hipergeométrica de Gauss a la
ecuaciéon
(1 —z)y" +[c—(a+b+ 1)z]y’' —aby = 0.

Supondremos desde el inicio que ¢ # 0y ¢ # a + b+ 1. Bajo estas condiciones las

funciones
c—(a+b+1)z —ab

r) = —,
z(l—x) Q) z(1—x)
solo no son analiticas en los puntos x = 0 y x = 1. Por lo tanto estos son los tinicos

puntos singulares de nuestra ecuacion.
Como las funciones

Pz) =

c—(a+b+1)x
11—z

a(x) = xP(x) =
son analiticas en x = 0, este es un punto singular regular.

Ejercicio. El punto x = 1 es punto singular regular.

Busquemos primero la solucién general alrededor de z = 0. El correspondiente
polinomio indicial es

q(r) = r(r=1)+a(0)r+b0) =r(r—1)+cr = r(r—1+c¢).

Examinemos las condiciones que deben cumplirse para que tengamos una solucién
asociada a r = 0, es decir, para que tengamos una solucion de la forma

o0

o(r) = chxk.

k=0
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Estas son r;1 = 0 (es decir 0 > 1 —¢c <= ¢ > 1), 013 = 0 (es decir ¢ < 1) y
r1 — 72 = 1 — ¢ no es un entero positivo (es decir ¢ no es cero ni un entero negativo).
Luego la condicion es

cd {0}UZ". (6.13)
Bajo esta condicién y con ¢(z) definido como arriba, tenemos
—abp(z) = Z —abcy "
k=0

—(a+b+4+1Dzd'(x) = zoo:—k(a+b+1)ck:[;k

k=0
cd'(x) = ch‘ckxk_l = Zc(k + 1)cpyrz”
k=1 k=0
¢ (r) = Z —k(k — 1)cpa®
k=0
zd" () = Z k(k —1)cpa®™ Z (k 4+ 1)kcp2” .
k k=0

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

zoo:([(k + D)k +c(k+Dejr + [ = k(k—1) — (a+ b+ 1)k — abley)z® = 0.

k=0

Luego para todo k£ > 0 debemos tener
(k+Dk+clk+1))cgmr+[—k(k—1)—(a+b+ 1)k —able, = 0,
o lo que es lo mismo
(k+1)(k+c)cppr — (k+a)(k+b)ep = 0.

Esto implica

_ (a+k)(b+Ek)
T G D (et k)™
(a+k)(a+k=D)b+E)(b+k—1)

= Cr—1

(k+Dk(c+Ek)(c+k—1)

@t katk—1-(atDab k)b k-1 b+ b
- (k+ k-2 1(ctk)(cthk—1)--(c+ e “

Por lo tanto si ponemos ¢qg = 1, tenemos para todo k > 1

ala+1)---(a+k=1)b0b+1)---(b+k—1)
Ele(e+1)---(c+k—1) ’
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y nuestra solucién es

“ala+1)--(a+k—1bb+1)---(b+k—1) ,
¢1($):1+; Helet ) (ctk—1) x" -

Esta serie se conoce como la serie hipergeométrica y se denota por

B ala+1)---(a+k—1bb+1)---(b+k—1) ,
Flabe,x) = 1+; Ele(e+1)---(c+k—1) T

Observaciones 6.8.1 1. Cuando a =1y b = c tenemos
F(Lbbx) = 1+ ) a".
k=1

Por lo tanto para todo | z |< 1

F(1,b,b,z) = .
11—z
2. Sia o bson un entero negativo o cero, la serie hipergeométrica se reduce a un
polinomio, y por lo tanto converge para todo z € R.

3. Si a o b no son un entero negativo ni cero, la serie hipergeométrica converge
sélo para | z |< 1.

4. Luego para | x |< 1, F(a,b,c,x) es una funcién analitica, que se denomina
funcién hipergeométrica.

5. Tenemos F(a,b,c,z) = F(b,a,c, ).

Determinemos ahora bajo que condiciones tenemos una soluciéon asociada a la
raiz 1 — ¢ # 0 del polinomio indicial.
Esto sucede cuando r; = 1 — ¢ (es decir, cuando 1 — ¢ > 0 <= ¢ < 1) o cuando
ro =1—c (es decir ¢ > 1) y 1y — 7y = ¢— 1 no es un entero positivo ni cero (es decir,
¢ 1o es un entero positivo).

Luego la condicién es
cgL". (6.14)

Luego asociada a la condicién (6.14) tenemos una solucién de la forma
o0
$o(z) = 2'7° Zékxk , G #0.
k=0

donde los ¢ pueden encontrarse sustituyendo en la ecuacion.
Otra manera de encontrarlos, es hacer el cambio de coordenadas
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obteniéndose
!

Yy = (1—c)z z+a' 2
y" = _0(1 — C):E_c_lz + 2(1 _ C):E_cz/ + xl—czll‘
Reemplazando en la ecuacion tenemos
0 = 2(1—2)[—c(l—c)x “tz+2(1 —c)z 2 + 2" "]+
[c—(a+b+1)5][(1 —c)v™ 2+ 2" — abs' ™2
ep(1— )"+ [2(1 —2)2(1 — )z “+ (¢ — (a+ b+ Dz)a' ] +

[—c(l—c)x(l—z)z '+ (1 —-c)z “(c— (a+b+1)x) — abzr’ ‘]z,

Multiplicando por ¢! se obtiene
0 = z(1—2)2"+20—c)1—2)+c— (a+b+ 1)z]2' +
[—c(l—c)(l—z)z '+ (1 —c)ex™' = (1 —c)(a+b+1) —ablz,
o bien
r(l—z)"+2—c—((a—c+1)+(b—c+1)+1)z]' = (a—c+1)(b—c+1)z = 0.

Observe que esta ultima ecuacién es la ecuacién hipergeomértrica con las constantes
a, b, c sustituidas por a —c+ 1,b — ¢+ 1,2 — ¢, respectivamente. Ademas como la
condicién (6.14) para ¢ implica la condicién (6.13) para 2 — ¢, tenemos que

z(r) = Fla—c+1,b—c+1,2—c,x)

es solucién alrededor de = 0 de la ecuacién transformada.
Por lo tanto
po(z) =|x|"“Fla—c+1,b—c+1,2—c,x)

es solucion de la ecuacién original alrededor de x = 0.
Asi bajo la condicién
cgl

(que es la condicién (6.13) més la condicién (6.14))
tenemos que la solucion general alrededor de z = 0 es

¢(r) = aF(a,b,c,x) + e |x|"“Fla—c+1,b—c+1,2—c,z) c1,c0 €R,

la cual estd definida para 0 <| z |< 1.

Para resolver alrededor de x = 1, hacemos el cambio de coordenadas ¢t = 1 —
x. Observemos que este cambio lleva z = 1 en ¢t = 0 y que g—; = —1. Luego
reemplazando en la ecuacién nos queda
d? d
11— v jarb—cr1—(@a+rb+ 1) —aby = 0.

dt? dt
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Luego si ¢ — a — b no es un entero, la solucién general de la ecuacién transformada
alrededor de t =0 es

d(t) = crF(a,bya+b—c+1,t)+eo | t |C_a_b F(c=b,c—a,c—a—b+1,t), ¢1,c0 €R,

y estd definida para 0 <| ¢ |< 1. Por lo tanto la solucién general alrededor de z = 1
de la ecuacion hipergeométrica original es

d(z) = c1Fla,b,a+b—c+1,1—2)+cy | 1—2 | F(c—b,c—a,c—a—b+1,1—x),

con c1,c2 € R y estd definida para 0 <| 1 — x |< 1, es decir para = en ]0, 2] - {1}.

6.9 Ejercicios resueltos

Ejercicio 6.9.1 Usando series de potencias encuentre la soluciéon general de la
ecuacion

(1—a%)y" —6zy —4y = 0,

alrededor de z = 0. Determine su intervalo maximo de definicién.

Solucién. Como los puntos singulares son £ = 1 y x = —1, la solucién general
alrededor de z = 0 estd definida por lo menos para | z |< 1.
Sea
o0
y(x) = Z a,x"
n=0
Luego
—4dy(z) = Z —4dapz"
n=0
—6xy' () = Z —6na,z"
n=0
o
—z%y(x) = Z —n(n —1)a,z"
n=0
y'(r) = Z nn —1a,z" ? = Z(n +2)(n + 1)ay 22" .
n=2 n=0

Reemplazando en la ecuacion se obtiene

[(=4 = 6n —n(n —1))an + (n+2)(n+ Dangolz" = 0,

n
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o lo que es lo mismo

Z (n+4)(n+ Da, + (n+2)(n + 1)a,2]z" = 0.
n=0

Por lo tanto debemos tener

n+4
n—+ 2
Asi paran =0,1,2,3,4y 5 obtenemos

Qpio = a, Yn>0.

az = % ag as = % a1

a4 = gag = gao as = %agzgal

g = %a4: %ao a7, = %ag,:%al
De aqui podemos concluir que para todo n > 1 se tiene

2(n+1) 2n + 3

azn = —5—a = (n+1la y  amn = 5 @
Entonces la solucién general es
o0 oo
2n+3
y(.ﬁ[)) = Qo [1 + Z(n + 1)$2n] + a [.Z' + Z T$2n+1] s o, a1 € R.

n=1 n=1
Finalmente el intervalo maximo de deﬁnicién de la solucién general es |-1, 1], ya que
por ejemplo la serie Y > (n + 1)2®" diverge para z + 1.

Ejercicio 6.9.2 Usando series de potencia encuentre la solucién general alrededor
de x = 0 de la ecuacién
y' — 227y — 6xy = 0.

Determine ademads el intervalo maximo donde la solucién estd definida.

Solucién.Como esta ecuacidn no tiene puntos singulares la solucién general alrede-
dor de x = 0 estard definida para todo =z € R.

Sea
o
= Z a,x" .
n=0
Luego
—6xg(r) = Z —6a,z"t = Z —6a,,_1x"
n=0 n=1
o0 o
2279/ (z) = Z—Qnan:(:"“ = 2—2(71 — Day_12"
n=1 n=2
" () = Zn(n —1)a,z"? = Z(n +2)(n+ 1)ay 02" .
n=2 n=0
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Reemplazando en la ecuacion se obtiene
2a5 + 6(as —ag)z + »_[(—4 = 2n)an_1 + (n+ 2)(n + )ay]z” = 0.
n=2

Por lo tanto debemos tener

az =0, a3 = ay, y Gup2 = —— ay_1 YN >2.
n+1
Como el salto en la recurrencia es 3, los coeficientes de la forma as, se escriben
en términos de ag , los de la forma as,.; en términos de a; y los de la forma as, o
en términos de as.
De esta forma

2 2 2 2 2 2
an = 76!717 = . - — e e — . — . a
s 3n—2"""" 3,-2 3n—5 3n—28 4 1 °
lo que implica que para todo n > 1
2n
az, = ap -
° 1-4-7--(3n—2)"
También
2 2 2 2 2 2
(15:7 = —QA3n— — . . ceee— - — -
AL T ey 172 T 351 3n—4 3n—7 5 2 !

lo que implica que para todo n > 1

2T'L
2.5.8--(3n—1)"

a3py1 = 1
Finalmente como

agpi2 = 0, para todo n >0,

la solucion general es

- 2" 3n+1
“ [$+;2-5-8----(3n—1)x I

con ag,a; € R arbitrarios.
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Ejercicio 6.9.3 Usando series de potencias resuelva el problema de valores iniciales

y' + 2y —y =0, y0) =2, y0) = -.

Soluciéon. Como las funciones x y —1 son analiticas en todo punto, buscamos

soluciones de la forma .
y(x) = Z ay, " .

n=0

Como
o0 o0
V) = 3 ned v ) = 3 nlr— Va2,
n=1

sustituyendo en la ecuacion obtenemos

I|
N
3
Il
—_
S
Il
<)

n

o lo que es lo mismo

2a2 — ag + i[(n+2)(n+1)an+2 + (n—1)a,]z" = 0.

n=1

Por lo tanto
200 —ap =0 y (n+2)(n+1)ape + (n—1)a, = 0,

para n = 1,2,.... Luego

1
Ao = 50/0
y
-1
pio = — n a, para n = 1,2,....
(n+2)(n+1)
De esta forma
a3 = G5 = -+ = Qg1 = 0 para n = 1,2,....

y para n > 2

3-5-7---(2n — 3)
(2n)!

(2n — 3)!
2n=2 (n — 2)!(2n)

Aop — (—1)n+1 ayg — (—1)n+1 'ao.

Luego la solucién general es

o0

1, el 2n — 3)! on
y(z) =arz + ag (1 + 5% + nz:; (—1) 2”2((n_2))!(2n)!x ) :
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Finalmente la condicién inicial
, 1 1
y(0) = 2 = a0:2yy(0):§:> a = ;.

De esta forma la solucién particular buscada es

1 1, = i 2n — 3)! on
y(o) =5 o + 2 (1 + 570+ Z; (—1) 2n—2((n_2))!(2n)!x ) :

Ejercicio 6.9.4 Usando el método de Frobenious encuentre la solucién general de
la ecuacién

1 1
2y — 1:(5 + 2x)y’ + 5(1 —2x)y = 0,

alrededor de x = 0. Determine para que valores de z estd definida la solucion.

Solucién. El tnico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(z) = —(3 + 2z) y b(z) = (1 — 2z) son analiticas en z = 0, z = 0 es
punto singular regular.
El polinomio indicial es

or) = rlr=1)=grtg = (r=1)r=3).

2 2 2
cuyas raices son ry = 1y r, = % Luego estamos en el caso r; —ry = % no es cero ni
un entero positivo.
Sea

k=0
Por lo tanto
1 1
§¢5(x) = 2" Z ick(r)xk
k=0
—xp(x) = " Z —cp(r)attt = a” Z —cp_1(r)z®
k=0 k=1

—%xqb'(x) = 2"y - %(kw)ck() ’
22 () = a" Y =2k r)e(r)atH = " S =2 — L r)ea(r)at
k=1

¢ () = 2"y (k+r)(k+r—D)ey(r)a”.
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Reemplazando en la ecuacién obtenemos

co(r)a”q(r) + > lalr + k)ex(r) + (=1 = 2(k — 1+ 7))epa (r)]2" .

k=1
Ponemos entonces
%@):'4—1—%k—1+ﬂkmﬂﬂ:: 2 +k = Hex-alr) _ 2004(r)
q(r + k) +k-1)(r+k—12)  k+r—1

Luego si co(r) = 1 tenemos

2c5-1(r) 22¢,_o
k+r—1  (k+r—1)(k+r—2)

cp(r) =

2k
(r+k—-1)r+k=2)---(r+1)r
2k
r(r+1)---(r+k—1)

Para » = r;{ = 1 obtenemos

2k ok
) =15 % = u
y
di(z) = 2[l + E:Hx]
k=1
Para r =ry = % obtenemos
() 2k 4k 8!
Ck ’]"2 = — = = -—
%%&21 1-3---(2k—=1) (2k)!

e =12+ ST,

Por lo tanto la soluciéon general es
o(x) = api(z) + bpa(x), a,beR,
Ella esta definida para todo z € R, z # 0, ya que x = 0 es el unico punto singular.

Ejercicio 6.9.5 Usando Frobenius encuentre la solucién general alrededor de z = 0
de la ecuacion

3 1
22y + §x(1+2x)y' — 5(1— 12z)y = 0.
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Solucién. Tenemos

Pl) = S1+22) y Qla) = —5(1—120).

Luego el polinomio indicial es

o) = rlr=1) + S = 5= (4 D - ).,

cuyas raices son r; = %, y ro = —1. Ademas como r; —ry = % no es un entero,
tenemos soluciones linealmente independientes asociadas a ry y 9.
Sea
o0
=5 g a,r" .
n=0
Luego
o
1 . I,
—=¢(r) = =x —=anT
2 2
oo oo
6rp(x) = 2" E 6a,z" ! = E 6a,_1x"
n=0 n=1
o o
32°¢' (z) = 2" E 3(n+r)a,x"t = 2" E 3(n—1+r)a, 12"
n=0 n=1

3 - 3
ixQS'(J;) = xrz 5 (n+r)a,z"
n=0

¢ (r) = xrz n+r)n—1+r)a,z".

n=0

Reemplazando en la ecuacion se obtiene

apq(r)z” + :(:TZ[q(r+n)an + (6 + 3(n—1+7))ap_1]z" = 0.

n=1
Por lo tanto debemos tener r=1r; o r=1ry y

o - (6+3(n—1+r))1 o V1.
(r+n+1)(r+n-—3)

Simplificando obtenemos

3
a, = ————— a1 Yn>1.

r+n—5

Entonces poniendo ag = 1, tenemos
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(=1)" 3" tod >1
a, = , ara todo n>1.
" (r+3)r+32)--(r+24) P
Para r =nr; :% nos queda
N ViE ]
an = = )
1-2-3---n n!

n=1
Para r = ry = —1 nos queda
(-1 3"
Un = TT 1.3 2n-3
2°2°32 2

1-3-5---(2n—3)
(_1)n+1 3n 22n—2 (n _ 2)|
(2n — 3)! ’

lo que genera la solucién

bo(z) = |z | (1 A L (327;2_n;)!(n—2)!xn> |

Por lo tanto la solucién general es con a,b € R arbitrarios.

Ejercicio 6.9.6 Con los cambios de coordenadas t = 2z* y y = 2%z transforme
la ecuacién

5 1
y' - -y + 8<8x6 + —2>y =0
x x
en una ecuaciéon de Bessel. Use esto para encontrar su solucién general.

Solucién. Usando los cambios de coordenadas sugeridos obtenemos

dy z
= 2 = 3% 4+ 22
dx dx
d?y dz d*z
no_ v dJd 6 + 6 27 4 3 ’
4 dx? v v dx dx?
y la ecuacion
5 d*z 2
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Como 2 = 82° tenemos
dz dz dt gdz
JR— e —_ = re—
dx dt dx dt
d?z dz d*z
— = 24— + 642°—
dz? T T e
y la ecuacion
d*z dz
9 5 9 _
64xﬁ+32xa+(64x —x)z = 0.
Dividiendo por 16z y haciendo el reemplazo t = 2z*, obtenemos finalmente la
ecuacion de Bessel
d*z dz 1
== 4 t— 2 — =)z =0
Tl P =0

cuya solucién general es

2(t) = aaJi(t) + 2 1(t), c,2 €R.

1
Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacion es

y(z) = 2° (cl J%(2x4) + o J_ (2x4)) , ¢ €R.

1
4

Ejercicio 6.9.7 Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general alrede-
dor de x =0 de la ecuacién

3 1
*y" + ixy' - i(xz—i-l)y = 0.

Solucién. Como .
P) = 5 ¥ Q) = —5(*+1)

son analiticas, x = 0 es un punto singular regular.
El polinomio indicial es

q(r) = r(r—1) + gr - % = (r+ 1)(r — %)

Sus raices son r; = % y 1o = —1. Ademds como r; — 1y = % no es un entero,

podemos encontrar soluciones linealmente independientes asociadas a 7, y 72 por
el método de Frobenius. Sea

o(r) = :E’"ch(r)xk.

00
k=0
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Entonces
1 =1
—§¢5(x) = xr2—50k(r)xk
k=0
1 2 r - 1 k+2
—57 o) = Z—§ck =z Z——ck 5
k=0

2" (x) = & (k+r)(k+r—1e(r)z”

y reemplazando en la ecuacién obtenemos

. (co(r)q(r) + ar)gr+ 1) + Z{ (r + k)en(r) — %cm(r)] ﬁ) — 0.

Asi debemos tener ¢i(r) = 0 (yaque g(r+1)#0 para r=r; y r=rs y

3 cpofr)
r+k+1)(r+k—3)

para todo k> 2.

cr(r) = (

Luego para todo k£ > 1 tenemos

Cope 1(7‘) =0
y asumiendo co(r) = 1,
o L)’ |
(r+3)(r+5) - (r+2k+1)(r+2)(r+I)- (r+ 22

Para r=1r; = % se tiene

(3)"
@.2.4...(2]{)
(3)" 2"
7-11---(4k+3) -2k - k!

k
()

T-11---(dk + 3) - !

cae(n) =+

N~
[\v]
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y la solucion

I N (3)" o
$1(x) =z | (1 + 27.11---(4k+3)-k!x ) '

k=1
Para » = r, = —1 se obtiene
o )"
A 2.4 (2k)- 1.3, =3
(3)" 2

2 .kl 5-9---(4k — 3)

(3)

K59 (dk —3)°

y la solucién

00 1\ k
_ -1 (1 (5) 2% |
b2fw) =] ( * ji:k!-5-9-~(4k——3)x
k=1
De esta forma la solucién general es

d(r) = apr(z) + bpa(x)

con a,b nimeros reales arbitrarios.

Ejercicio 6.9.8 Usando el método de Frobenious encuentre la solucién general
alrededor de x = 0 de la ecuacion

2?y" — 2(3+5r)y + (4 +5x)y = 0.

Solucién. El unico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(z) = —(3 + 5z) y b(xz) = 4 + bz son analiticas en z = 0, z = 0 es punto
singular regular.

El polinomio indicial es

q(r) = r(r—1)=3r+4 = (r —2)?,

cuyas raices son r; = ry = 2.
Sea

¢(z) = ¢(z,1r) = $rzck(r)xk.

00
k=0
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Por lo tanto

4p(z) = ¢la,r) = x’"24ck(r>x’“,

k+1:x§5ck1 ,

—3(k + r)cp(r)a”,

]
K
;?

brg(z) = o'

i
(o=}

~30g'(s) = o

hE

i
(o=}

Mg

522 (x) = 2"y —5(k 4 7r)ep(r)att? :xrz —5(k =L+ r)e(r)e”,
k=1

i
(o=}

(k4 7)(k+7r— 1)cp(r)a”.

]2

$2¢”(l‘) = "

Eol
Il
o

Poniendo ¢q(r) = 1 y reemplazando en la ecuacién obtenemos
oo
+:1:’"Z r+k)er(r) +5(1 — (k—147))cp_r(r)]z* = 0.
k=1

Ponemos entonces

Luego

Scp—1(r) 52¢)_o
k+r—2  (k+r—2)(k+7r—3)

5k
(r+k—=2)(r+k—=3)---(r+1Lr(r—1)
5lc
r=Ur(r+1)--(r+k—2)

Para r = r; = 1 obtenemos

5k 5k
) =157% = W
y
5
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Para obtener una segunda solucién linealmente independiente con la anterior, cal-
culamos ¢}, (r) para r cercano a 2.

Tenemos
1 1
! _ _15k
(r) P T P} DUy Ry S A PR T PG | WO ey
1
R = i Ny Y
= il LTI VI I S
= Dr(r+D) - (r+E=2)r—1 r  r41 r+k—2
Por lo tanto
T L 1
Ck(rl)_F[ +§+"'+E]'

Luego nuestra segunda solucion es

Por lo tanto la solucién general es
¢(x) = adi(z) +bga(z), a,beR.

Ella esta definida para todo z € R — {0}, ya que x = 0 es el tinico punto singular.

Ejercicio 6.9.9 Usando el método de Frobenious encuentre la solucién general de
la ecuacién

2y —xy' + (1—a)y = 0,

alrededor de x = 0. Determine para que valores de z estd definida la solucion.

Solucién. El tnico punto singular de la ecuacién es x = 0. Ademds, como las
funciones a(x) = —1y b(x) = 1 — x son analiticas en z = 0, x = 0 es punto singular
regular.

El polinomio indicial es

cuyas raices son r; = ry = 1.
Sea

¢(z) = ¢(z,1r) = $rzck(r)xk.



214 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Por lo tanto

—rp(z) = 1 Z —cp(r)a*tt = o” Z —cp_1(r)a",

—z¢d'(x) = ' Z —(k +7)ep(r)a”,
¢ (x) = 2" (k+r)(k+r— Dep(r)a”.

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

co(r)a’q(r) + ) [a(r + k)ew(r) = cpa(r))z® = 0.

Ponemos entonces
_oaealr) 0 aea(r)
C’f( ) - - - 5 "
q(r + k) (r+k-1)

Luego si co(r) = 1 tenemos

cn(r) = cr-1(r) _ Cr—2
(k+r—1)2 (k+r—12k+r—2)2

1
(r+k—120r+k—2)2--(r+1)2r2
1
r2(r+1)2- - (r+k—1)2

Para r = r; = 1 obtenemos

1 1

)= e (k)2

$r(x) = z[1  + Z(kll)zxk]

Para obtener una segunda solucién linealmente independiente con la anterior, cal-
culamos ¢}, (r) para r cercano a 1.

Tenemos
qr) = —2 ! + ! "
F B rr+1)2---(r+k=12% r2(r+1)3---(r+k—1)32
1
7“2(7“+1)2---(7“+k—1)3]
1 1 1
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Por lo tanto
-2 .1 1 1

C;(T1):W[I+§+"'+E]'

Luego nuestra segunda solucién es

ula) = v3 %[% byt It (e ).
Por lo tanto la solucién general es
d(r) = adi(x) +bp2(x), a,beR,
Ella estd definida para todo z € R — {0}, ya que x = 0 es el tinico punto singular.
Ejercicio 6.9.10 a) Muestre que la ecuacién de Legendre
(1—2%)y" =22y + m(m+ 1)y = 0,

se convierte en una ecuacién de Gauss con el cambio z? = t.
b) Usando parte a) determine dos soluciones linealmente independientes param = 1.

Solucién. a) Como z? = ¢, tenemos

y = dy _ 2x@
dx dt
d’y  dy d*y
LA ) N A P
O R AT
Reemplazando en la ecuacién obtenemos
dy ~ d7y dy
1—t)|2—=+4t—= | —2VE2Vt — Hy=0
( )( -+ dt2> Vi \/dt+m(m+ )y =0,
o bien
4t(1 t)d2 +[2(1 —t) 4t]dy +m(m+ 1)y =0
at? dt y=0

y dividiendo por 4

t(1—t)@+{1 g]dy m(m +1)

@y —0.
ar a1 Y

1+4/14+4m(m—+1)

., 1—+/14+4m(m+1
Esta es una ecuacion de Gauss conc:%,azfyb:#.
1 =1 -3 - 1
b)Param-ztene;nosc—z,a—14yb— . 1
Comoa—c+1=73b—c+1=72—c=35yl—c= 3, lasolucién general de

nuestra ecuacion de Gauss es
3 11 1 51 3
y(t) = o F (Z’_Z’i’t> + Czt2F(— - = t) .

Por lo tanto la solucién general de la ecuacion original es

3 11 513
y(x) = o F <— ——,—,1:2> + csz< 2) :

4 472
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Capitulo 7

Transformada de Laplace

7.1 Definicion y Propiedades

Sea f : [0, +00[— R y suponga que

00 R
/ e S f(t)dt = lim e U f (t)dt
0 R—00 0

converge para algunos valores de s. Para estos valores definimos una nueva funcion
f, llamada transformada de Laplace de f, poniendo

Fs) = / eyt

Notacién.  L(f(t))(s) = F(s) = /0 T et (bt

si esta integral converge.

Teorema 7.1.1

-~

a) L es lineal, es decir dadas f,g: [0, +oo[— R tales que f(s) y g(s) existen,
VYa,b € R se tiene

L(af(t) +bg(t))(s) = al(f(t))(s) + bL(g(t))(s)

~

b) Si f,g:]0,+00]— R son continuas y f(s) = g(s), entonces f = g.
c) Si f' es continua en [0, 400 y . liIJIrl e " f(t) =0, entonces
L(f'(t))(s) existe < L(f(t))(s) existe.

Ademas se tiene  L(f'(t))(s) = sL(f(t))(s) — f(0).
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t
d) Para f: [0,4+00o[— R continua, definamos F(t) = / f(u)du. Sipara s > 0

0

L(f(t))(s) existe v, lirJrrl e *"F(t) = 0, entonces se tiene que L(F(t))(s) existe
—+00

Y que

LR () = L 0)()
(es decir L </0 f(u)du) (s) = %L’,(f(t))(s).)

Demostracién.
a) Se deja al lector.
b) Pendiente (vea seccién 7.8).

c¢) Sea s tal que lim e *f(t) =0,y R > 0. Entonces
t— 400

R R R
/0 e S f(t)dt = e tf(t)/0+s/0 e S f(t)dt

= eSRf(R)—f(O)—i—S/O e S f(t)dt

Luego
R R

lim e 'f(t)dt existe <=  lim e "' f(t)dt existe,

t—400 0 t—400 0

y en caso positivo
L(f'(1))(s) = sL(f(8)(s) — £(0).

d) Tenemos que F'(t) = f(t) es continua y F'(0) = 0. Como L(F'(t))(s) existe y
lim e *F(t) = 0, entonces L(F(t))(s) existe y

t— 400
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En efecto si s >0

lo que implica
R’ 1
L(1)(s) = lim e ftdt = ~ Vs > 0.

R—+00 0 S

Observe que  £(1)(s) no existe para s < 0. Asi L£(1)(s) sélo estd definida para
s> 0.

Ejemplo 7.1.3  L(t)(s) = iz Vs > 0.
s

t
Pongamos f(t) =1 ¥Vt > 0. Entonces F(t) = / f(u)du =ty para s > 0
0

lim e *F(t)= lim e *t=0.

Luego
LEM)s) = —LfH)s)  Vs>0
— L) = o= Vs>0.

2
Ejemplo 7.1.4  L(t*)(s) = =, Vs>0.
s

Sea ahora f(t) = 2t y pongamos F(t) = f(ff(u)du = t*. Entonces para s > 0

tenemos
lim e %2 =0.
t—+o00

De esta forma

L) = LFW)s) = ~LFE)(s) = %ﬁ(%)(S)

Ejercicio 7.1.5  L(t")(s) = o Vs>0sin=1,2---.
s

1
Ejemplo 7.1.6  L(e")(s) = Vs > 1.
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Para R > 0
R R
/ e Steldt = / =9t = S (1=t /R = 1 [e(l_s)R — 1] .
0 0 1-s o 1l-—s
R

1 1 1

lim e *eldt = —— + lim e = ——_ 4+ (0 Vs>1.

R— 400 J s—1 1—8R—+o0 s—1
1
L(e' = Vs > 1.

()s) = —= ¥

Ejemplo 7.1.7  Considere el problema de valores iniciales

{y’—y =1—-t
y(0) =2

Sea y(t) la solucién y asumamos que L(y(t))(s) existey lim e *"y(t) = 0 para

t—+400
todo s > sg, cierto sg.
Entonces como ¥/(t) es continua, L£(y'(t))(s) existe Vs > sy. Luego para todo

estos s se tiene

(s — DL(y(B)(s) =2 = 1_i
oo = o2 15 =ty
B %+ 331 = L(t)(s) + L(2¢")(s)

Lyt))(s) = L(t+2e")(s) Vs > sy, y

y(t) = t+2¢".

Definicién 7.1.8 Sea f : [0, +0o[— R continua. Decimos que f es de orden
exponencial b (orden exp. b) si existe M > 0 tal que e "|f(t)] < MVt > 0.

Teorema 7.1.9 Sea f : [0, +oo[— R continua y de orden exp. b. Entonces
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a) L(f(t))(s) existe Vs > b.

b) Si ademds f': [0, +00[— R es continua, entonces L(f'(t))(s) existe Vs > b

y
L(f'(1)(s) = sL(f(8)(s) = f(0).

t
c) Sib#0y F(t) = / f(u)du, entonces F es de orden exp. by
0

LIFO)(s) = LL(TW)(s) Vs> b

Demostracion. Ejercicio.

Observaciones 7.1.10 Si f, f', f”,-, etc. son continuas y de orden exp. b, se tiene
para s > b:

LIf'®)(s) = sLIf())(s) = £(0)
Lf"W)(s) = sL(f(1)(s) = sf(0) — f(0)

Lf"®)(s) = s°L(f())(s) — s*f(0) — sf'(0) = £"(0)

etc.

Ejercicio 7.1.11  f(t) deordenexp. b= e “f(t) es de orden exp. b—a
y para s >b—a tenemos

Lleft)(s) = L(f{t))(s+a)
Sabemos e "|f(t)| < M Vt>0.
e e ()] = e () <M VE>0
e f(t) es de orden exp. b —a.
Ademds para s > b —a
R
L fB))(s) = lim i e~ e " f(t)dt
R

= lim e~ Tt £ (1) dt

R—+o00 0

= L(f(#)(s+a)
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Ejercicio 7.1.12  L(sen(bt))(s) = para s > 0.

s2 + b2

En efecto, para R > 0, tenemos

R
/ e 'sen(bt)dt = ——e Stsen (bt) / / cos(bt)d
0

1 b 1 —SR f —st
= ——sen(bR) + =3¢ cos(bR) — 1| — = e *'sen(bt)dt
§ 0

v\ [, 1 . b . b
1+ — e *'sen(bt)dt = ——e *"sen(bR) — —e *" cos(bR) + 2
0

52 s 52
52
L(sen(bt))(s) = T Vs >0
b
= L(sen(bt))(s) = T Vs >0
s s
Ejercicio 7.1.13  L(cos(bt))(s) = 21 Vs > 0.

Para s > 0 tenemos

b
L(bcos(bt))(s) = L((sen(bt))')(s) = sL(sen(bt))(s) — sen(0) = 8752 el
Luego
s
£(COS(bt))(S) = m .
b
o . _at _ .
Ejercicio 7.1.14  L(e “ sen(bt))(s) = Grai i Vs > —a.
Aplicacién directa del ejercicio 7.1.11.
1
. . . . . t — 1
Ejercicio 7.1.15  L(te")(s) 1) Vs >

Usando ejercicio 7.1.11, tenemos
L(te')(s) = L(t)(s—1) Vs>1,

lo que implica
Vs > 1.

B (o) —
= L(te')(s) = EEE
Teorema 7.1.16 Si f es de orden exp. b, entonces f(s) = L(f(t))(s) tiene derivada
de todas las ordenes para s > b y

~ ~

(F)(s) = L=t O)(s);  (N"(s) = LEFD)): ()" (5) = L= F())(s), ete.
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Demostracién. %(etsf(t)) = —te P f(t) = e (—tf(t)).

Ademas la integral / e *tf(t)dt converge uniformemente para s > by donde

0
bp > b es cualquiera (es decir Ve >0 IN >0 talque R >N =

R 0
st dt — st d Vs > by ).
|/0 e tf(t)dt /0 e "tf(t)dt| <e Vs >1by )

Tenemos entonces

0 -~ 0 > —ts — =0 —ts
) = 5/0 e f(t)dt—/o g lc f(t)at

_ / et ()t = L(—tf(5)(s).

1
Ejemplo 7.1.17  Tenemos £(1)(s) = — para s > 0. Por lo tanto
$

L(e)(s) = ! para s> a (ver ejercicio 7.1.11).
s—a
1 -1
Pero % (s — a) TG L(—te")(s) para s> a.
C L(te™)(s) = ! Vs >a.
i (s — a)?
Ejercicios:

—1)! !
1. L(t"tet) = E:_ a))" para s > a y en particular  L(t")(s) = SZZH para
s> 0.

2. Si fi1, f2 son de orden exp by, by respectivamente, entonces f; + f» es de orden
exp b = max{b;, by }.

3. Si f1, fo son de orden exp by, by respectivamente, entonces f; - fo es de orden
exp b= bl . bg.

Lemma 7.1.18 Sean q(t), ¢ (t) continuas y de orden exp. b y sea ¢(t)) solucion de
Yy —ry = q(t). Entonces ¢(t), ¢'(t), ¢"(t) son continuas y de orden exp. b =
max{b, |r|}.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad asumimos que b > |r|.
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t
a) Sir € R la solucién es ¢(t) = e (c + / e ""q(u)du). Luego basta demostrar
0

t
que U(t) = / e "q(u)du, y sus derivadas U’'(t), U"(t) son continuas y de
0

orden exp. b —r.
Pero ¢(t) de orden exp. b implica e~"|q(t)] < M VYt > 0.
Entonces e~®"%e""q(u)| = e™"|q(u)| < M Vu >0 y luego

t
_(b—r)t|/ e_r“q(u)du| < —(b—r) |/ Meb rudu|
0

— Me - b_r(e(b Nt 1) <

b—r’
U(t) es de orden exponencial b —r.

Ademis es claro que  U'(t) = e "q(t) y U"(t) = —re "q(t) + e "q"(t)
son de orden exp. b — r.

b) Sir € C, digamos r = a + 13, la demostracién es un poco mas complicada y
se omotird en estas notas.

Teorema 7.1.19 Si q(t),q'(t) son continuas y de orden exp. by ¢(t) es solucion
de

Y +piy +poy = q(t (7.1)

)
donde p1,ps son constantes, entonces: ¢(t),d'(t), ¢"(t) son continuas y de algin
orden exp.

Demostracién. Sean ry, 7, raices de r2 + pir + py = 0. Entonces
—(ri+m)=p1 y ri-re=pp.
Sea ¢(t) solucién de (7.1). Definamos  ¢1(t) = ¢'(t) — r2¢(t). Entonces
¢1(t) =11 (t) = ¢"(t) — 128 (t) — 11(¢'(t) — r20(2))
= ¢"(t) = (ro+12)¢'(t) +r1r29(t) = q(t) .
), &

Por lo tanto ¢1(t) es solucién de y' —r1y = ¢(t), lo que implica ¢ (¢
continuas y de algin orden exp.

1(£), ¢ (¢) son

Pero como ¢(t) es solucién de y' — roy = ¢1(t) , obtenemos también que ¢(t),
@' (t) y ¢"(t) son continuas y de algiin orden exp.

Corolario 7.1.20 Si q(t),q'(t) son continuas y de orden exp. b y ¢(t) es solucion
de (7.1), entonces L(p(t))(s), L(¢'(t))(s) y L(¢"(t))(s) existen para todo s sufi-
cientemente grande.
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Teorema 7.1.21 FEl operador L es 1—1; es decir, si f y g son continuas en [0, +00]
y L(f)(s) = L(g(t)(s) Vs > so, entonces f(t) = g(t) Vt>0.

Demostracion. La demostracion estd en la seccién 7.8.

Usando este teorema podemos definir el operador inverso £7! de la siguiente
forma:

L7H(5))(t) = f(E)=L(f())(5) = d(s).
Observaciones 7.1.22 £7! es un operador lineal; es decir,
L ag(s) +bp(s))(t) = al *(g(s))(t) + 0L (1(s))(2)
Ejemplo 7.1.23 Considere la ecuacién
y' +4y =t +sen(2t), y(0)=1y'(0)=0.
Aqui ¢(t) = t + sen(2t) y ¢'(t) = 1 + 2 cos(2t) son continuas y de orden exp. b
cualquier b > 0. Luego, la solucién y(t) y sus derivadas y'(t) y y"(¢) son de orden

exp. « para algin « suficientemente grande.

Luego para s > a tenemos

L(y"(t) +4y(t))(s) = L(t+sen(2t))(s),

SLOO)E) +1LHO)) = 5+ 5
DLW = 5T
LOO)) = 5 2

221 d)  (Erde

De esta forma

Pero

1
t— g sen (2t)



226 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Afirmacién  L(sen (at) — at cos (at)) = ﬁ.
En efecto :
Lisen (an)(s) = Z7—s
L(cos (at))(s) = ﬁsaz
L(—atcos(at))(s) = al(—tcos(at))(s) =a (ﬁsa» :a-ﬁ.
Luego
L(sen(at) — at cos(at))(s) = a Lz j_ i (Saz _:;2)2] = (822_7_ 2

Por lo tanto

-1 # :isen — coSs
c <( )2>(t) (sen (2t) — 2t cos (2t)) .

s2+4 16

De esta forma

1 1 1
y(t) = Zt — gsen (2t) + 3 (sen (2t) — 2t cos (2t))
1 1
= Zt - Zt cos (2t) -

Ejemplo 7.1.24 Resolvamos la ecuacién

Y+ 2y +2y=2e"cos(t), y(0)=2,y(0)=-2.

Pongamos Y (s) = L(y(t))(s). Tenemos
L' 1)(s) = s*Y(s) —sy(0) —y'(0) = s°Y(s) — 25 +2,
2L(y'(1))(s) = 2(sY(s) —y(0)) = 2sY(s) — 4,
2L(y(1)(s) = 2Y(s),
2L(et cos(t))(s) = 2Bt

(s+1)2+1

Entonces, aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacion y reemplazando se
obtiene

(s2+ 25+ 2)Y(s) — 25— 2 = %
Por lo tanto
_ o 2s+ 1) 2(s+1)
YO = i T e
2(s + 1) d -1
(s+12+1 ds(s+1)>+1
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Asi
s+1 -1
t = 2571 - - t) — tﬁfl s "
= 2e "cos(t) + te 'sen(t).
Ejercicio 7.1.25 Sea ®(s) = SEZ;
simples (reales), digamos Q(s) = (s —r1)(s —72) -+ (s — 1) con r; # 1y sii # j,
entonces

con P, (@ polinomios. Si Q(s) tiene solo raices

P(r1) P(rn)
@(8) — Q'(r1) Q'(rn)
s—171 S—1Ty
Ejemplo 7.1.26 Descomponga en fracciones parciales %-

Tenemos
P(s)=5"—25+2, Q(s)=5"—s"—4s+4 = (s—1)(s+2)(s—2)
y Qs)=(+2)(s—=2)+(s—1)(s—2)+ (s —1)(s+2).

Luego ocupando el ejercicio anterior obtenemos

s2-2s+2 5 N - N 2
3 —s24+45+4  s—1 s+2 s—2°
_ 1t 51 11
- 3s—1 6s5+2 2s—2°

Ejemplo 7.1.27 Resolvamos la ecuacion

y'—2y' =3y = ¢, y(0)=y(0)=1.

Poniendo Y(s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién
obtenemos

Y (5) — 5y(0) 1/ (0) — 2sY(5) — y(0)) = 3V (s5) =
Luego
(52 =25 —3)Y(s) = . i ;ts— 1, lo que implica
Y(s) = 1 n s—1
(s=1)(s+1)(s—3) (s+1)(s—3)
1+ (s—1)?

(s—=1)(s+1)(s—3)
1 1 5 1 5 1

15— 1 8s+1 8s5-3

Por lo tanto 1 . .
y(t) = _Zet + ge_t + §€3t .
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7.2 Funciones Discontinuas

Definicién 7.2.1 f : [0, +00] — R se dice continua por partes si f tiene solo un
nimero finito de puntos de discontinuidad en [0,+00] y estas discontinuidades son
de tipo salto.

Ejemplo 7.2.2 Considere la funcién escal6n (o salto)

0 s £<0
u(t) = (tiene salto en t = 0)
I s2 t>0

Luego si para a > 0 definimos f(t) = u(t — a), tenemos

0 si t<a
f(t) = (tiene salto en t =a)
1 si t>a

y su transformada de Laplace es

a o0 1
L(u(t—a)) = / e - 0dt + / e ldt = —e ™.
0 a

S

Por lo tanto

—as

L(u(t—a)) = ‘ para s> 0.
s
Ejemplo 7.2.3 Considere la funcion
3 t<2
ft)=¢ -1 2<t<5b
7 5<t

En término de la funcién salto
f(t) = 3 —4u(t —2)+ 8u(t —5),
y su transformada de Laplace es

L(f(s)) = 3L(1) —4L(u(t —2)) +8L(u(t —5)) =
3 4 —25 8 —5s
= ———e T+ —¢
s s S
Ejemplo 7.2.4 Sea f : [0, +00[— R una funcién continua. Entonces para a > 0
se tiene

L(f(t—a)ut —a))(s) = e L(f(t)(s).
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En efecto

L(f(t—a)u(t—a)) = /OO e f(t—a)dt = /000 e~ Wt s £ (y)du

Ejemplo 7.2.5 Calculemos

Sea

Entonces

B 6728 B Yy
e (550 = £ LU@©) 0 = -2l -2
0 si t<2
= (t—2)u(t—2) =
t—2 si t>2
Ejemplo 7.2.6 Calculemos la transformada de Laplace de
t 0<t<1
flt)=4¢ 2 1<t<2
2 2<t<oo
En términos de la funcién salto se escribe
flt) = t+2-tult—1)+ # —2)ut—2).

Por lo tanto

LIFW)(s) = L{O)(s)+ L2 = thult — 1))(s) + L7 = 2)u(t — 2))(s)

L (= D)ult — 1)(s) +
L24+4(t—2)+ (t —2)*)u(t —2))(s)
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Ejemplo 7.2.7 La corriente I en un circuito RLC en serie estd regida por la
ecuaciéon

I"(t)+4I(t) = g(t), I(0)=T1(0)=0.

con
1 O0<t<1
g(t) = -1 1<t<?2
0 2<t

Determine la corriente en funcién del tiempo.

-~

Tenemos ¢(t) = u(t) — 2u(t — 1) + u(t — 2). Si ponemos I(s) = L(I)(s) obtenemos

= ]_ 678 6728
L(I")(s)=8I(s) y L(g(t))(s) = - 9 - + —-
Entonces aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién tenemos
= ~ 1 —s 2723
sI(s) +4I(s) = — - 2" 4 , esdecir
S S S
T 1 205 2e28
I = _
(8) 3(32 _|_4) 3(32 +4) + 3(32 +4)
N 1 1/1 s
P N R S
1 1 s
t = —ﬁil - — t —
= f(t) 1 <S o 4) (t)

= i (1 — cos(2t))

I(t) = f(t)—2f(t—Du(t— 1)+ f(t — 2)u(t — 2)

= (1—cos(20)) — 51— cos(2(t— 1)]u(t — 1)+ [1 — cos(2(t — 2))]ult — 2)
sen(t) £ 0
Ejemplo 7.2.8 Determine L(f(¢))(s) si f(t) = t
1 t=0
Tenemos
t3 ts o0 . t2k+1
sen(t) = t— = = > (-1 T VteR
k=0
sen(t) A £k
— = =1t = Z(_1)k7(2k+1)' VieR t#0



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 231

sen(t)

Ademds como lim

=1, tenemos que
t—0

:f}ﬂhﬁi— VieR
— (2k + 1)! ’

y f(t) es continua y de orden exp. b (Vb > 0).

Asi L(f(t))(s) existe para todo s suficientemente grande y como para todo

nimero natural y s > 0, £(t")(s) = &, tenemos que
= = (=1D)F  (2k)!
L(f(t =
(F(#)(s) Z 2k+1 Z (2k + 1)! s+
k::O k::O
B i (- 1 1 1 1 L
S 2kl s s 388 N7

Recuerdo: Para |z| < 1 tenemos

1 o0
_ 2, 4 ) g2
52 -2+ E
k=0
v B oo L2k
¢ _ du=o— T 4L =Y (1) .
arctan(z) /0 T du=T 3T ( )2]{4_1

Por lo tanto

L) = actan (1) (s> 1),

7.3 Funciones Periédicas

Definicién 7.3.1 Se dice que una funcion f : R — R es periodica de periodo T,
st T es el menor numero positivo que verifica

ft+T)=f(t) vteR.
Ejemplos 7.3.2

sen(t), cos(t) son periddicas de periodo 2w
tan(t) es periddica de periodo 7.
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Observacion 7.3.3 Para especificar una funcion periédica, basta dar sus valores
sobre un periodo.
Asi la funcion

1 0<t<1
f(t) = y  f(t) tiene periodo 2
0 1<t<?2

tiene gréfico

Figura 34

Teorema 7.3.4 Si f(t) es una funcion periddica de periodo T que es continua por
partes en el intervalo [0, T|, entonces para todo s > 0

1 T
LGOI = = | 0.
Demostracién. Para s > 0 tenemos
LB = / et ()t

T T T
= /0 etsf(t)dt—ir/z etsf(t)dt—ir/s e S f(t)dt + -

T 2T

T T T
= / etsf(t)dt—i—/ e(t+T>8f(t+T)dt+/ e~ 2D f(t 4 2T)dt + - --
0 0 0

= /OT e Bft)dt+ e T* /OT e S f(t)dt + e 2T¢ /T e Stf(t)dt + - -

0

T
— (1+ €T8+62Ts+"')/ efstf(t)dt
0

1 T .
= —F “SHE()dt .
1_6Ts/0 e f(t)

Ejemplo 7.3.5 Calculemos la transformada de Laplace de la funcién periédica f(¢)
del ejemplo que aparece en la observacién 7.3.3.
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Para s > 0 tenemos

OIS = o [ e

7.4 Convolucion

Consideremos el problema

y"+y=g(t); y(0) =0, %'(0)=0.

Poniendo
Y(s)=Ly)(s) vy G(s)=L(g(t))(s),

aplicando transformada de Laplace a la ecuacién obtenemos

SY(s)+Y(s) =G(s) = Y(s)=

Por lo tanto )

o =7 (4 6) 0.

Definicién 7.4.1 Sean f,g : [0,+0o[— R continuas por parte. La convolucién
de las funciones f(t) y g(t), es una nueva funcion, que se denota por f x g, y que
se define por

(fxg)t) = /0 f(t —v)g(v)dv.
Ejemplo 7.4.2

t 3 4 ¢ t4 t4 t4
t*t2:/(t—v)vzdu:tv——v— = — - = —,
. 3 4/0 3 1 12

Propiedades: Sean f,g,h : [0, 00— R continuas por parte. Entonces:
1) fxg=g=f.
2) fx(g+h)=fxg+ fxh.
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3) fx(gxh)=(f*g)xh.
4) fx0=0.
Demostracién. Haremos la demostraciéon de 1). Los item 2), 3) y 4) quedan de

ejercicio.

(fra)t) = / £t — w)g(w)dw = / F(w)g(t — w)(~dw) =

_ / g(t —w) f(w)dw = (g f)(t).

t

Teorema 7.4.3 Sean f,g : [0,00[— R continuas por parte y de orden exp. .
Entonces

Demostracién. Para s >

L((f * ) (O)(s) = / et (g0t

= F(s)G(s).
Entonces volviendo al problema inicial
V() = 7 G(s) = Llsen(t)) (5) - £o(0)(5)

lo que implica

y(t) = (sen * g)(t) = /0 sen (t — v)g(v)dv.
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Ejemplo 7.4.4 (1% f)(t) = fot f(u)du.

— L F(0)(s) = LO)(s) - LUO)s) = L (D).

s
. t 112 1}3 t t3 t3 t3
Ejemplo 7.4.5 t*t—/O(t—v)vdv—tg—g/o_g_g_g.
1 1 1
—  L(txt)(s) = L(t)(s) - L(t)(s) = S s =

Ejemplo 7.4.6 Calculemos t * sen(t). Tenemos

tx sen(t) = /Ot (t —v) sen(v)dv = t/ot sen(v)dv — /Ot v sen(v)dv

- o - vt - [ o=

= —tcos(t) + t + t cos(t) — sen(t) =t — sen(t).

Por otra parte

L(t = sen(t))(s) = L(t)(s) - L(sen(t))(s) = = - - _

235

Ejemplo 7.4.8  sen(t)xcos(t) = /0 sen (t—v) cos(v)dv = /0 (sen(t) cos(v) —

cos(t) sen(v)) cos(v)dv = --- = 3 t sen(t) .
Por otra parte

L (sen(t) x cos(t))(s) = 2 ::_ T szj—l = (sjl)z .

Ejemplo 7.4.9  Resolvamos la ecuacion
y'+y = cos(t), y(0) = 4'(0) =0.

Poniendo Y (s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace obtenemos

S

s°Y(s) + Y(s) = a1
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Por lo tanto

s 1 s
Y = = .
(5) (52 +1)2 s2+1 241

= L(sen(t))(s) - L(cos(t))(s) = L(sen (t) * cos (t))(s),
y asi

y(t) = sen(t) x cos(t) = %tsen(t) :

Ejemplo 7.4.10 Resolvamos
y' =5y +6y = e, y(0)=0, 3 (0)=-2.

Poniendo Y (s) = L(y(t))(s) y aplicando transformada de Laplace obtenemos

2V (5) = 5y(0) = /(0) + 5(5Y (5) = y(0)) + 6Y (5) = — .
Entonces
1
(s> =55 +6)Y(s)+2 = p—
1 1
= Yl = <s+2 —2> #5516
1 2

(s+2)(s—2)(s—3) (s—2)(s—3)

Pero

1 1 t
£—1 < . > (t) — e2t % e3t — / 62(1&—1}) e3v dv
s—2 s—3 0

t t
= / e dy = e* / e'dv = e*(e! — 1)
0 0

— eBt _ o2t
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Ademés

237

1 1 !
-1 . — —2t 3t 2ty —2(t—v) (L3v _ 2v
L <3+2 (8—2)(8—3)> e k(e —e™) /0 e (e e*’) dv

5 4 4
_ 1 5 1o I
= e e~ + 206
Por lo tanto
y(t) ]'63t ]'eZt 4 ie—Qt - 2e3t_|_2e2t
4 20
_ 9 s 7 o I
= 56 46 + 206 .

Ejercicio 7.4.11  Usando transformada de Laplace, encuentre la solucién de

y' — 2y +5y=-8"" y(0)=2,y(0)=12.

7.5 Ecuaciones Integrales

Sean f(z), k(x) funciones dadas. La ecuacién

f(x) = o)+ / " k(e — tyy(r)dt

donde y(z) es la funcién incognita, se llama ecuacién integral.
Soluciéon. Aplicando transformada de Laplace a ambos lados obtenemos

L(f())(s) = L(y(x))(s) + L{(k*y)(z))(s)
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Ejemplo 7.5.1  Resolvamos

Tenemos
Lly@)(s) = L(°)(s)+ Lsen (x))(s) - Lly(2))(s)
3!
_ L(z%)(s) _ s 32+ 313!
= ﬁ(y(x))(s) - 1—E(sen(x))(s) - _ 1 - 8_4( 52 ) s E’
1+ s2
= yx) = :1:3—1—%:1:5

7.6 Funciéon de transferencia

Considere el problema de valores iniciales
y' +ay +by = f(t), y(0)=14¢'(0)=0.

Este puede ser pensado como un sistema mecdnico o eléctrico en reposo que es
excitado por una entrada f(¢). Aplicando transformada de Laplace obtenemos

s2Y(s) + asY(s) + bY(s) = L(f(t))(s) = F(s)

y despejando

i g D — — P .
() s24+as+b (5) F(s)
La funcién P(s) = (s*4+as+b)"! sellama funcién de transferencia del sistema.

En el dominio de las frecuencias el sistema puede ser descrito por el diagrama de la
Figura 35, donde el rectangulo representa la accién del sistema en reposo sobre la
entrada, lo que en términos de transformada de Laplace consiste en multiplicar por
la funcién de transferencia.

F(s) L Y (s)
R P(s) = 57— _— 5
s“+as+b
Input Output
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Aplicando transformada de Laplace inversa obtenemos
y(t) = LY (s))(t) = L7H(P(s) F(s))(1),

y luego

y(t) = p(t) = f(¢)
donde p(t) = L7 (P(s))(t) se llama la funcién peso del sistema, e y(t) se llama
respuesta de estado-cero. En el dominio del tiempo el sistema puede entonces
ser descrito por el diagrama de la Figura 36, donde el rectdngulo representa la accion
del sistema en reposo sobre la entrada, lo que consiste en hacer convolucién con la
funcion peso.

£ v(®)
_ p(t) = L7 (P(s))

Input Zero-state output

Figura 36

Ejercicio 7.6.1 Demuestre que p(0) = 0y que si los coeficientes a y b son positivos
se tiene

lim p(t) =0 y tlgélo p'(t)=0.

t—00

Escribamos y(t) = p(t) * f(¢) en su forma integral

y(t) = / p(r) £t~ 7) dr

Como 0 < 7 < t, laintegral puede ser interpretada diciendo que la entrada evaluada
en 7 unidades en el pasado, a saber f(t— ), es ponderada con el valor de la funcién
peso evaluada en el tiempo 7.

Para sistemas del mundo real los coeficientes a y b son positivos y la entrada f(t) es
una funcién acotada. El hecho que a y b sean positivos implica que la funcién peso
p(7) tiende a cero cuando T se aproxima a infinito. Luego existe T > 0 tal que p(7)
es despreciable para 7 > T'. Entonces, para t > T', tenemos

y(t) = / p(r) F(t - ) dr + / p(r) f(t - 7)dr |

y el valor de la segunda integral se puede considerar despreciable. Una manera de
decir esto es que los valores de la entrada para mas de 7" unidades en el pasado tienen
muy poco efecto sobre la respuesta; es decir, para cualquier ¢, las contribuciones de
f(t — 7) sobre la respuesta son despreciables para 7 > T.
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Ejercicio 7.6.2 Demuestre que la solucion del problema de valores iniciales
y' +ay +by = f), y(0)=w, ¥(0) =y,

y(t) = p(t) =« f(t) + (ayo + ) p(t) + wop'(t).

7.7 Impulso unitario

Dado un sistema mecanico o eléctrico, deseamos modelar una entrada de gran mag-
nitud que ocurre sobre un pequeno periodo de tiempo. Para describir este compor-
tamiento primero consideremos para cualquier niimero positivo ¢ la funcién

0 si t<0,
5e(t): % si 0§t<8,
0 si t>e.

Ahora dado ty > 0, sea 0.(t —ty) la funcién 0. (¢) trasladada t, unidades a la derecha:

0 si t<ty,

55(t—t0): si to <t <ty+e,

M =

0 si t>ty+e,
Usando la funcién escalén unitario se puede escribir de la forma
1
d-(t —tg) = R [u(t —to) — u(t —to —e)],

y su gréafico es como el de la Figura 37.
y = 0-(t —to)

o [

) tn tn e
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Claramente, cuando ¢ se aproxima a cero, el impulso rectangular 0. (¢t — o) es
cada vez mas alto y angosto y el limite no existe.

Aunque el limite lim._,q d.(t —tp) no existe en el sentido usual, uno puede derivar
algunas interesante propiedades de la funcién. Primero, como o.(t — t5) = 0 para
todo t fuera del intervalo ty <t <ty + ¢, se sigue que

o0 to+¢e 1
/ 5.(t —to)dt = / “dt =1, (7.2)
—00 to

Si 0.(t — to) es pensado como una fuerza, entonces 7.2 dice que el impulso total es
unitario.

Segundo, dada cualquier funcién continua f(¢) definida en el intervalo —oo <
t < 0o, tenemos

[Cae-wrwa = [T Lga = [ o,

0 € to

Recordemos que el teorema del valor medio para integrales establece

/ﬂwhww@m»

para algin 7 en el intervalo a <t < b. En consecuencia,

/_oo 0=(t — to) f(t) dt = é[ef(Tg)] = f(r.), (7.3)

para algin 7. en el intervalo ty <t <ty + €.
Tercero, la representacién de 0. (t —to) en términos de la funcién escalén unitario
implica que para ty; > 0

L(0:(t —t0))(s) = Pl e = 7000 e (7.4)

1 |:€—st0 6—s(t0+a) 1 — %€

Supongamos ahora que se permite aproximar ¢ a cero en cada una de las propiedades
7.2, 7.3y 7.4. Sid(t—ty) denota el resultado de hacer ¢ tender a cero, entonces 7.2
implica
o0
/ Ot —to)dt = 1. (7.5)
En la propiedad 7.3, como 7. debe permanecer en el intervalo t, < t < ¢y + ¢,
tenemos lim, .o 7. = tpy

/_oo It —to) f(t)dt = f(to), (7.6)

o0

para cualquier funcién continua definida en el intervalo —oco < t < co. Realmente,
basta que f(t) sea continua solamente en alguna vecindad de t = ty, y puede estar
definida como cero fuera de ese intervalo.
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En la propiedad 7.4, que define la transformada de Laplace de 0.(t — ty), observe
que por la regla de I'Hopital

1 _ —S8€e —S8€e —Se
limiezlimse :lime = 1.
e—0 SE e—0 S e—0 1
Por lo tanto,
L0t —ty))(s) = e 5%, (7.7)
De esta forma haciendo t; — 0 obtenemos
L(6(t)(s) = 1. (7.8)

Este resultado nos previene que §(t) no es una funcién bien comportada, ya que si
lo fuera, su transformada de Laplace seria una funciéon que va a cero cuando s va
para infinito.

La “funcién” (t) construida anteriormente se llama funcién impulso unitario
o funcién delta de Dirac. No es una funcién en el sentido tradicional pero es un
ejemplo de lo que se suele llamar una “funcion generalizada” o “distribucion” .

Ejemplo 7.7.1 Encuentre la respuesta al estado-cero para la ecuacién
y' -y =0(t-1).

El lado derecho puede ser mirado como un impulso unitario aplicado en t = 1. Si
Y (s) es la transformada de Laplace de y(t), entonces usando la férmula 7.7 tenemos

s2Y(s) — Y(s) = e7*.

Por lo tanto,

v =[]

y luego
y(t) = [senh(t — )] u(t 1),

W= {0 s 0<t<1,
Y= senh(t —1) si t>1.

La funcién impulso unitario es una herramienta util en el andlisis de sistemas
lineales. Recordemos que en nuestra discusion de la subseccion 7.6, donde fue estu-
diado el problema de respuesta de estado-cero

y' 4+ ay + by = f(t), y(0) =0, y'(0) =0,

obtuvimos la relacién

F(s)
Y(s) = = P(s) F(s).
(5) 2+ as + b (s) F(s)
Si f(t) = 6(t), entonces F(s) = 1. Asi, sila solucion de la ecuacién diferencial con
f(t) = 4&(t) es definida como respuesta al impulso, tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 7.7.2 La funcion transferencia P(s) es la transformada de Laplace de
la respuesta al impulso.

Recordemos también que la funcién peso p(t) fue definida por la relacién p(t) =
L7Y(P(s))(t) y la respuesta al estado-cero como

y(t) = LY (5)(t) = LH(P(s) F(s)(1).
Pero si F/(s) = 1, entonces y(t) = p(t) y tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 7.7.3 La funcion peso p(t) es la respuesta de estado-cero correspondiente
a la funcion entrada impulso unitario.

Usando la terminologfa desarrollada en este parrafo, podemos decir que la funcién
peso es simplemente la respuesta al impulso. En el dominio del tiempo y en el
dominio de las frecuencias los diagramas del sistema son como los de la Figura 38.

t-dominio s-dominio

5(t) p(t) 1 P(s)
—_— p(t) ——— —_— P(s) ————

Figura 38

7.8 L es inyectivo

En esta seccién presentaremos la demostracion del Teorema 7.1.21 que se refiere a la
inyectividad de la transformada de Laplace. El siguiente Lema, pieza fundamental
de nuestra prueba, que es consecuencia inmediata del Teorema de Aproximacién
polinomial de Weierstrass, no serd demostrado.

Lemma 7.8.1 Sig(t) es continua en el intervalo [0, 1] y para todo entero no negativo

1
n se tiene / u" g(u)du = 0, entonces ¢(t) = 0 para todo t € [0, 1].
0

Demostracién del Teorema 7.1.21. Sean f y g funciones continuas en [0, +00]
tales que L(f(t))(s) = L(g(t))(s) para todo s > so. Debemos demostrar que f(t) =
g(t) para todo t > 0.

Considerando la funcién h(t) = f(t) — g(t), tenemos que H(s) = L(h(t))(s) = 0
para todo s > sg. Luego, basta probar que h(t) = 0 para todo ¢ > 0.

En particular, para todo entero no negativo n se tiene

0 = H(sp+n+1) = / e~ Dt omsot byt (7.9)
0
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t

Sea v(t) = e *"h(u)du. Por lo tanto, v es continua en [0, +oof, v(0) =0y
0

tlgrnoo v(t) = H(so) = 0.

Integrando (7.9) por partes obtenemos

R
0 = H(sp+n+1) = lim [e""DFy(R)+ (n+1) / e "Wy (t)dt]
o 0

lo que implica
/ e hy(tydt =0, Yn=0,1,---
0

Hagamos el cambio de variables = e~*. Por lo tanto, e "V = uln + 1),

t = —In(u) y dt = —<du. Entonces si ponemos g(u) = v(—In(u)), tenemos

[ 1 -1
0 = / e~y (1) dt = / u"Mg(u) - —du,
0 0 u

que implica
/lung(U)du =0, Vn=0,1,--
0
Lema anterior implica g(t) = 0 para todo t € [0, 1]. Pero g(t) = v(—In(t)), y
por lo tanto v(t) = 0 para todo ¢ > 0.
Tenemos entonces 0 = wv(t) = /t e “h(u)du, y derivando h(t) = 0 para
todo ¢t > 0. ’

7.9 Ejercicios resueltos

Ejercicio 7.9.1 Usando transformada de Laplace encuentre la solucién de la ecua-
cion
y"' =2y +5y = =8 " y(0) =2 y'(0) = 12.

Solucién. Llamemos Y (s) = L(y(t))(s). Entonces
Ly'(0))(s) = sY(s)—y(0) = sY(s) -2,
Ly'(1)(s) = 'Y (s) —sy(0) =4/ (0) = s*Y(s) =25 —12
-8

L(-8e)() = ~SLET)s) = 7

Luego aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos

-8
2_9254+5)Y(s)—2s—8 =
(s s+5)Y(s) S e
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lo que implica

252 + 10s
(s2 —254+5)(s+1)
3(s—1)+2-4 1

(s—1)2+22  s+1

Y(s) =

Por lo tanto

y(t) = £1<3(s—1)+2-4_ 1 )(t)

(s—1)24+22 s+1

- 36 () 04

e ()0

= 3e'cos(2t) + defsen(2t) —e7".

~

Ejercicio 7.9.2 Usando transformada de Laplace encuentre la solucién de
y' 4+ 4y 4+ 13y = 2t + 3¢ * cos(3t), y(0)=0, ¢'(0)=—1.

Solucidén. Sea Y (s) = L(y(t))(s). Al aplicar transformada de Laplace a nuestra
ecuacion obtenemos
2 3(s+2)

2y 1+ 4sY 13Y(s) = — 4 —— _~“
s7Y(s)+1+4sY(s) + (s) St Grort e

lo que implica

1 2 3(s+2)
Y(s) = — + :
$2+4s+13  s2(s2+4s+13) (s> +4s+13)2
Tenemos
1 B 1 1 3
s2+4s+13  (s+2)24+9  3(s+2)2+9
y luego

s2+4s4+13

-1 1
£t (—) (t) = ~3 e *sen(3t).
Ademas si ponemos

2 A N B n Cs+D
s2(s? +4s + 13) s s s2+4s+13
As(s* +4s+13)+ B(s* +4s + 13) + (Cs + D) s*

s2(s? +4s +13) ’
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obtenemos
~8 2 8 6
A=— B=—- C=-—, D=
169 13 169 169
Entonces
2 _o 8L 2 L 1 8+
s2(s2+4s+13) 169 s 13 2 169 s2+4s+ 13
_ 1,2 18 st2 10 3
TO169 s 13 52 169 (s+2)2+9 3-169 (s+2)2+9’
y
2 -8 2 8 10
£ t) = —— + —t+ —— e cos(3t) — —— e *"sen(3t).
<82(82—|—48+13)>() 60 T3l tage ¢ 0SB —gppe sen(3)
Finalmente, como
3(s+2) 3d 1
(s2+4s+13)2  2ds \ s2+4s+13
14 3
 2ds \(s+2)249

obtenemos

-1 3(s +2) 1 e~2t gen
L <( )2> (t) = 2t (3t) .

$2+4s54+13

Por lo tanto

179 8 1 2 8
y(t) = ~=07 e *sen(3t) + 160 e cos(3t) + §t e *sen(3t) + Et ~ 166"

Ejercicio 7.9.3 a) Si y(¢) es una solucién de la ecuacién de Bessel de orden p :
1y (t) + ty' () + (7 — p")y(t) = 0,
muestre que la transformada de Laplace Y (s) = L(y(¢))(s) satisface
(1+s*)Y"(s) +3sY'(s) + (1 = p*)Y(s) = 0.
b) Resolver esta tltima ecuacién para p = 0, expresdndola en la forma

%[A(s)Y’(s)nLB(s)Y(s)] _ 0

para algin A(s) y B(s).
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Solucién. a) Tenemos

L(=p*y(t))(s) = —p*Y(s),

LEy(t)(s) = Y"(s),

Lty )(s) = (LW B))() =—F(sY(s) —y(0)) = =Y (s) — sY'(s),
LY (1)(s) = 4L (£)(9) = #2(s2Y (s) = sy(0) = 4/(0)

= 2Y(s) +4sY'(s) + s*Y"(s).
Aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos
L(ty"(t))(s) + L{ty'(1))(s) + LEy(1)(s) + L(=py(t))(s) = 0,
y reemplazando se tiene
2Y (s) +4sY"(s) + 8°Y"(5) = Y(s) —sY'(s) + Y"(s) — p’Y (s) = 0,

es decir
(1+8%)Y"(s) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) = 0.

b) Poniendo p = 0 obtenemos la ecuacién
(14+s3)Y"(s) +3sY'(s) +Y(s) = 0,

que podemos escribir de la forma

%[(1 +53)Y'(s) +sY(s)] = 0.

Integrando esta tultima ecuacién tenemos
(1+s3)Y'(s) +sY(s) = ¢,

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. La correspondiente ecuacion
homogénea es

Y'(s) s

Y (s) 1+ s2
que tiene solucién

Yils) = —=

Haciendo variar la constante ¢ = ¢(s) y reemplazando obtenemos

d(s) =

C1

V1+s2'
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lo que implica

Por lo tanto

Y(s)
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ds

& + c
1/\/1+s2 ?
ciln(s +v1+4 %) +co.

In(s + 1+ s?)
Vi

Co

+ .
V1+ 52

C1

Ejercicio 7.9.4 Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacién

y' + 4y = f(t),

donde

Solucion. Primero observemos que

f(t) =tH(t—-3) = (t—3)H(t—3) + 3H(t —3),
donde
o = {1150,

Entonces si Y (s)
diferencial obtenemos

L(y(t))(s), aplicando transformada de Laplace a la ecuacién

3s+1
(s> +4)Y(s) = 8_; e 3
s
Esto implica
3s+1
Y — —3s
(S) 32(82 +4) € 9
y luego
3s+1
t) = L7 —————e> ) (1).
o) = e (s o)
Escribiendo
3s+1 A B n Cs+D
s2(s2 +4) s 82 s2+4
se obtiene 5 . 5 .
A=-, B=-, C=—-—, D= —
4’ 4’ 4’
Asi
3s+1 31 N 11 3 s 1 1
s2(s2 +4) 45 482 4s24+4  4s2+47
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o(t) = £ <%) (1) = Z + it - ZCOS(%) - ésin(2t).

Por lo tanto

y(t) = g(t—3) H(t - 3)
3 1 3 1 .
= <Z + Z(t—S) -1 cos(2(t —3)) — 3 s1n(2(t—3))> H(t—3).

Ejercicio 7.9.5 Resuelva usando transformada de Laplace la ecuacién
y'+ty —y =0, y0) =0, y(0) =1.

Solucién. Sea Y (s) = L(y(t))(s). Entonces

L/ 0)(s) = —LWE)E) = — V() ~y(O)] = ~Y(s) — sY'(s)

Ly")(s) = 'Y (s) — sy(0) — y'(0) = s’Y(s) — 1.
Luego, aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuaciéon obtenemos
sY(s) — 1 — Y(s) — sY'(s) — Y(s) =0,

es decir la ecuacién lineal de primer orden

Su solucién es

Vi) = e e (= [t da o)

249
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Finalmente como

lim £y(0)(s) = 0y lm ¥ = oo,

debemos tener ¢ = 0. Asi )

Y(s) = 20
y por lo tanto

v = ¢ ()@ = ¢

Ejercicio 7.9.6  a) Demuestre que

% Jo(@) = —J(x).

b) Sabiendo que
LRI = Z—

usando transformada de Laplace demuestre que
(Jox J1)(x) = Jo(z) — cos(x).

Solucién. a) Como

N A
Sol2) = ,; (k1)2 (5) ’
d = (-D)F z\2k-1 1
@ = kzl e 2 (5) 2
B ad (—1)k r 2k—1
B ;kv (k —1)! (5)
B © (_1)k+1 T\ 2(k+1)—1
B kzo(kﬂ)!k! (5)
B = (=1)*  2k+1
AR (5)
b) Tenemos
L((Jo* F)(@)(s) =~ LA (@)(5)
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Pero
Jv= A = L(N(r))(s) = —[SSE(Jo(x)l)(S) — Jo(0)]

Por lo tanto

L((Jo* J1)(z))(s) = % (1 - %ﬂ)

lo que implica

i = 4 {ir) 0 - (o
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Capitulo 8

Ecuaciones en Derivadas Parciales
y Formas Canodnicas

8.1 Introduccion

Una ecuacion en derivadas parciales (E.D.P.) es cualquier expresién del tipo

FT, Y, U Uy, Uy, oo Uy Uy - .) = 0 (8.1)

que contiene las variables independientes x,y, ..., una funcién incégnita u y sus
derivadas parciales sucesivas w,, ty, Uy, - . ..

Si n es el nimero de variables independientes, la ecuacién (8.1) se considerara
definida en un cierto dominio D C R".

Queremos encontrar funciones u(z,y, ...) que verifiquen (8.1) en D. Estas fun-
ciones, si existen, seran llamadas soluciones de la E.D.P. (8.1).

Llamaremos orden de (8.1) al mayor orden de las derivadas parciales que aparecen
en la ecuacion.

Por otra parte (8.1) se dice lineal, si la funcién f es lineal en u y en todas las
derivadas parciales de u.

Nos concentraremos en las E.D.P. lineales de segundo orden. A este grupo
pertenecen las llamadas ecuaciones de la Fisica Mateméatica: ecuacién de ondas,
ecuacion del calor y ecuaciéon de Laplace.

Cuando, ademds de lineal, la ecuacién estd definida en D C R?, su expresién
general es

Alux:z + AZU:Ey + A3uyy + A4ux + A5uy + Aﬁu = g(m, y) (82)

donde A; = A;(z,y),i = 1,...,6 son llamados coeficientes de la ecuacién y g =
g(x,y) término independiente.

Si g(z,y) =0 en D, la ecuacién (8.2) se llama homogénea. En caso contrario,
diremos que la ecuacién es no homogénea o completa.
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8.2 Principales diferencias con E.D.O.

1. Para una ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.) lineal de orden n, la solucién
general depende de n constantes arbitrarias. En el caso E.D.P., en lugar de
constantes, ella depende de funciones arbitrarias. Por ejemplo, para

Ugy = 0,
la solucién general es u(z,y) = g(z) + h(y), con g y h funciones derivables
arbitrarias.

Para obtener de ella una solucién particular, hay que agregar condiciones que
permitan determinar g y h explicitamente. Esto en general puede ser mas
dificil que encontrar la solucién general. Por ello se consideran procedimien-
tos que permiten encontrar directamente las soluciones particulares que nos
interesan.

2. Para el caso E.D.O. lineales homogéneas de orden n, el conjunto solucién es
un espacio vectorial de dimension n. Para el caso E.D.P., el conjunto solucién
es también un espacio vectorial, pero de dimensién infinita.

Ejemplo 8.2.1 Consideremos la ecuacién
Uy — Uy = 0.
Para encontrar sus soluciones, hagamos primero el cambio de variables
r=x +vy, §=T—1Y.
Usando la regla de la cadena, obtenemos
Upy = UpTyp + UsSy = Up + Us,
Uy = UpTy + UsSy = Up — Us,
y reemplazando en la ecuacion
us = 0.
La solucién general de esta tltima ecuacion es
’LL(T, 8) = f(?“) )
y por lo tanto, la solucién general de nuestra ecuacion es
u(@,y) = flz+y),

con f una funcién diferenciable cualquiera.
Asi, para cada n € N, tenemos las soluciones:

1, (z+y), (z+y)? ..., (x+y)",
sen(z +y), sen(2(z+y)), ..., sen(n(z+y)),
cos(z +y), cos(2(z+vy)), ..., cos(n(z+y)),

eoH, 2aty)  enlet)

y todas ellas son L.I.
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8.3 Clasificaciéon de las E.D.P. de Segundo Orden

Consideremos la ecuacién
Alu:m + AZU:Ey + A3uyy + A4ux + A5uy + A6u = g(x, y) (83)

donde cada A; = A;(z,y),i = 1,...,6, es una funcién continua definida sobre un
dominio D C R2.
Haciendo una analogia con la ecuacién de una coénica en el plano:

A1x? + Aoy + Ay + Agx + Asy + Ag =0
diremos que (8.3) es, en D:
1. hiperbdlica si  (Az)* —4A;A3 >0 (en D)
2. parabolica si  (Az)? — 44143 =0 (en D)
3. eliptica si (A2)? —4A;A3 <0 (en D)

Veremos que, en cada caso, (8.3) se puede reducir a una forma canénica por medio
de cambio de coordenadas.

8.4 Formas Candnicas

Consideremos la ecuacién (8.3)

Artigy + Aoty + Asuy, + Aguy, + Asuy, + Agu = g(z,y) , (8.4)
donde A; = A;(z,y),i = 1,...,6 son funciones continuas definidas en una regién
D C R%.

Sean r =r(z,y) y s = s(z,y), funciones de z,y dos veces derivables tales que
| Tz Sz
J = v, s, #0 en D

Supongamos también que la aplicacién (r,s) : D — (r, s)(D) es invertible, y que
su inversa
(z,y) : (r,s)(D) — D

tiene funciones componentes = = z(r, s),y = y(r,s) dos veces derivables.

Entonces
Uy = UpTyp + UsSy
Uy = UpTy + UgSy
_ 2 2
Ugy — Upp (riv) + 2UpsTe Sy + Uss(sx) + UpTye + UsSzx (85)
Upy = UppTely + Ups(T2Sy + TySe) + UssSpSy + UpTyy + UsSTY

_ 2 2
Uy = Upr(Ty)” + 2UrsTySy + Uss(Sy)* + Uy + UsSyy -
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Reemplazando en (8.3) se obtiene
By, + Bouys + Bsugs + Byu, + Byus + Bgu = g(r,s) , (8.6)
donde g(r,s) = g(x(r.s),y(r,s)) y

(
B ( ) = Al (Tx)z + AQT:E’I“y + A3(’I“y)2
By(r,s) = 2A1rys, + Ao(rpsy + rysy) + 2Asmys,
Bs(r,s) = Ai(sy)? + Azsys, + As(sy)?
By(r, s)
Bs(r, s)
By(r, s)

;

a(r,8) = Airgy + Aoryy + Agry, + Agry + Asry,
5\, S = A18xx +A28xy +A38yy +A4Sm +A58y
\ 6\7, S = A6 )

donde las funciones A;, i = 1,2,...,6, estdn evaluadas en (z(r,s),y(r,s)), v las
derivadas parciales de r y s en (r, s).
Observe que la ecuacién (8.6) es del mismo tipo que la ecuacién (8.3), ya que

(B2)2 - 4B]_Bg - Jz((AAQ)2 - 4A1A3) .

Supongamos A; # 0 en D y tratemos de determinar r, s como funciones de z e y de
modo de obtener, en lo posible, By =0y B3 =0 en (r,s)(D).
Tenemos las ecuaciones

B1 = Al (’I";U)2 + AngTy + A3(Ty)2 = 0
Bs = Ai(s:)? + Azsps, + As(s,)? =0.
Ambas son de la forma:
Al(fa:)z + AZfarfy + A3(fy)2 = 07
o bién )
h) (h)
A <— +A = | +A43=0.
1 7, 2 7, 3
Sobre las curvas f = cte. se tiene
dy Ja
f = fodx + fydy =0 =— o 7
y obtenemos
Al(y,(l'))2 — A2 y'(:(;) + A3 =0 s (87)
cuyas raices son
A Ap)? — 4A,A
ya) = AV S A, 5)

24,
Ay — /(A2 — 44,45
24, '

(8.9)
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Definicién 8.4.1 Las E.D.O. de primer orden (8.8 - 8.9) se denominan ecuaciones
caracteristicas de la E.D.P. (8.3). Sus soluciones

y(x) = M(z) + 1
y(x) = Aa(2) + 2
son llamadas curvas caracteristicas.

Observacién 8.4.2 Si la ecuacién (8.3) es hiperbdlica ((A2)? — 4A;A3 > 0), el
cambio de coordenadas (.9) (@)
r(z,y) = y— Mz
8.10
s(z,y) = y—Ao(2) (8.10)
verifica J #0 y B;=B;=0.

8.4.1 Ecuaciones hiperbdlicas

En este caso las ecuaciones caracteristicas son reales y distintas, y el cambio de
coordenadas (8.10) nos da

Ups = —B~4ur — B~5Us + B~6U + g(T, 8) :

Esta expresion es llamada primera forma canodnica de las E.D.P. hiperbdlicas.
Si ademads hacemos
o = r+s
g = r—s

Uga — Ugs = Cally + Csug + cou + g(a, ) ,

obtenemos

que es llamada segunda forma candnica de E.D.P. hiperbdlicas.

Observacién 8.4.3 Si A; =0 en D, obtenemos en (8.7)

dx dzr\ 2
A (@) A (@) =0

y las ecuaciones caracteristicas son
dz dx
— =0 — A+ A3 — ) =0,
dy Y Y (dy>

cuyas soluciones son
T =c, =My +c.

Ponemos entonces

{Z i i—Az(y),

y la ecuaciéon transformada tiene la estructura de la primera forma canénica. Para
pasar a la segunda, usamos el mismo cambio de coordenadas del caso A; # 0.
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Ejemplo 8.4.4 Consideremos la ecuaciéon de ondas
Uy = gy + A(z,t), con ¢>0.
Tenemos
Ay =—c*, Ay=0, As=1, y (A)? — 4A; 45 = 4.

Las ecuaciones caracteristicas son

dx 2¢ 1
c

— = :I: =
dt —2¢2 -

Y

y las curvas caracteristicas:
1
r = F-t+cy.
c

Hacemos entonces el cambio de coordenadas:

Como

o=

»
-
I
|
|
»
8
I
—_

obtenemos

y luego

8.4.2 Ecuaciones parabdlicas

En este caso hay sélo una ecuaciéon caracteristica

— = —

dx 2A1 Y
y una sola curva caracteristica

y = M(z) +c.

Ponemos entonces
ro= y—A(z)
s

= kl.ZL' + kgy
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con kq, ks constantes tales que el determinante

‘ ~A(z) 1

k . #0 en D

(por ejemplo, ky =1, ko =0).
Asi obtenemos B; = 0 y por lo tanto By = 0, y la ecuacién

Uss = _B4ur - BSUS - B6U + g(r, 8) )
llamada forma candnica para la ecuacién parabdlica.

Observaciéon 8.4.5 Si A; = 0 en D, entonces A; = 0 y la ecuacion ya estd en su
forma canonica.

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es la ecuacion de difusién o del calor

up = kg, + A(z,t).

8.4.3 Ecuaciones elipticas

Las correspondientes ecuaciones caracteristicas son

dy A i\/(A2)2 — A4

y las curvas caracteristicas:

y = a(x)+bx)i+c

y = a(z) —b(x)i+ e

Ponemos entonces

y = (a(z) + b(x)i)

ﬁ
I

Luego

y la ecuacién nos queda
Uga + Ups = —Byu, — B~5uﬂ — Bgu + g(a,p).

Esta expresion es llamada forma candnica para las E.D.P. elipticas.
Un ejemplo de estas ecuaciones es la ecuacion de Laplace

Upy + Uyy = 0.
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Ejemplo 8.4.6 Obtener la forma candnica de la ecuacién
Qpy + DlUyy + Uy + Up + uy = 2.
Como (As)? — 44143 = 25—16 = 9> 0 , la ecuacién es hiperbdlica en todo

RZ
Las ecuaciones caracteristicas son

dy dy 1
Z=1y =1,
dy dx 4
y luego, la curvas caracteristicas son
1
y=x+c y Yy = Zx+cg.
Entonces el cambio de coordenadas:
1
r=y—=x s =y—-x
) ) ) 1
produce
1 8
Ups = = Us — — .
3 9

Ejemplo 8.4.7 Reducir a su forma canénica

1
Upy — 4:(:2uyy = —u;, con x>0.
x

Como (A,)? — 4A;A3 = 1622 > 0, la ecuacién es hiperbélica. Sus ecuaciones
caracteristicas son

As +1/(As)? — 4A,A
yl(x) _ 2 \/( 221)41 1413

y'(z) = +2z.

En consecuencia las curvas caracteristicas son:

Hacemos entonces el cambio de coordenadas
r(z,y) = y—2*, s(z,y) = y+a>.

Entonces
T, = —2T ry = 1

Sy = 2x sy = 1,
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y
Tow = —2 Tey = 0 Tyy = 0
Spx = 2 Spy = 0 Syy = 0.
Por lo tanto
Up = UpTy + UsSy = 2x(us — u,)
Uy = UpTy + UsSy = Up + Us,
y
Upe = 2(us - U,«) + Qx(usrra: + UssSe — UppTy — ur88$)
2(us — uy) + 22(—22us + 20Uss + 20Uy — 22U,g)
= 2(us — uy) + 42%(Upy — 2Ugy + )
Uyy = UppTy + UspSy + UgpTy + UssSy
= Upr + 2Ups + Ugs -
Reemplazando obtenemos
2 2 1
2(us — uy) + 427 (Upr — 2Ugyr + Uss) — 4T (Upy + 2Ups + Uss) = — - 22(us — u,) ,
x
es decir

—162%us, = 0.

Pero como 2z% = s —r , se tiene

16(r — s)us = 0.
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8.5 Ejercicios resueltos
Ejercicio 8.5.1 Reduzca a su forma candnica la ecuacién
Uy — 2c08(2)up, — (34 sen®(x))uy, — yu, = 0.
Solucién. Tenemos
Ay =1, Ay=—2cos(z), As=—(3+sen*(1)),

y como
A? — 441 A3 = 4dcos®(x) + 4(3 +sen®(z)) = 16

la ecuacién es hiperbélica.
Las correspondientes ecuaciones caracteristicas son

Z—i = —cos(z)+2, y — = —cos(z)—2,
y las curvas caracteristicas son
y=—sen(r)+2x+c¢, y y=—sen(zr)—2x+cs.
Por lo tanto debemos hacer el cambio de coordenadas
r = y+sen(r) —2zr, s = y-+sen(x)+2x.

De esta forma

ry, = cos(r)—2 r, =1

Se = cos(r)+2 s, =1

Uy = UpTy + usS, = (cos(z) — 2)u, + (cos(x) + 2)ug

Uy = UpTy + UsSy = Up + Us
Upe = —sen(z)(u, + u,) + (cos(x) — 2)%u,, + 2(cos®(x) — 4)u,, + (cos(z) + 2)%uy,
Upy = (cos(x) — 2)up, + 2cos(x)u,s + (cos(x) + 2)u,

Uyy = Upp + 2Upg + Uss -

Reemplazando en la ecuacién obtenemos

0 = —(y+sen(z))(u, + us) +
[(cos(x) — 2)* — 2cos(x)(cos(x) — 2) — (3 + sen®(z))]u,, +
[2(cos? () — 4) — dcos®(z) — 2(3 + sen®(z))]|ups +
[(cos(x) + 2)* — 2cos(z)(cos(x) + 2) — (3 + sen?(x))]us -
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Esta ecuacién se reduce a
1
—5(7“ + 5)(ur + us) — 16u,s = 0.
Luego su primera forma candnica es
(r + s)(ur + us) + 32u,.s = 0.

Ejercicio 8.5.2  Reducir a su forma candénica y obtener la solucién general de la

ecuacion

2
T Zpy — 2% 2y + 2yy + 2y = 0.

Solucién. Tenemos
A=2> B= -2, C=1 7y B*~4AC = 0.
Luego la ecuacion es parabdlica y su ecuacién caracteristica es

dy =2z -1

de 222
La correspondiente curva caracteristica es
y = —In(z) + c.
Consideramos entonces el cambio de coordenadas
r=vy+ In(z), s = =x.

Por lo tanto

_ 1. — .
Ty = 35 Ty = 15
S, = 1; s, = 0;
y
1
Zy = ZprTy t Zst Sy = —2 + Ug,
1 1
Rpx T T 5% + —5%rr + =zt Zss,
T T T
Zy = ZpTy + 258y = Zp,
1
Zey = T Zrr + Zrs,
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Reemplazando en la ecuacién obtenemos

1 1

) 2 1
x ( Zr + _2zrr + —Zrs + zss) - 21,'(—2,«,« + er) + Zrp + Zr = 07
T T T

r2

que se reduce a
Luego la forma candnica es

y la solucién general en las coordenadas r,s es

z(r,s) = sf(r) + g(r),

con f,g funciones dos veces derivables cualquieras.
De esta forma nuestra solucién general es

z(z,y) = zf(y + In(z)) + g(y + In(z)),

con f,g funciones dos veces derivables arbitrarias.

Ejercicio 8.5.3  Determine el dominio en R? en el cual la ecuacién diferencial
1
YUz — Uyy + @uy =0
es eliptica. En ese dominio obtener su forma canonica.

Solucién. El discriminante de esta ecuacién es
B? — 4AC = 4y,

y luego es eliptica para y < 0.
Consideremos entonces y < 0. Las ecuaciones caracteristicas son

v —4y -1

d
—y—iz = 4+

dr 2y

n

y las curvas caracteristicas son

Ponemos entonces
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y luego nuestro cambio de coordenadas es

1 3 1 3
= — _= — 2 _— — J— —_
o=t = (. A= Si-s = —2a,
Y 1
a =05 o = -3 (-y)7;
Bx = _%; ﬁy = 0;
Tenemos
3
Uy = UOp + uﬂﬁx - _5 ug ,
9
Upy = Zuﬁﬂa
3 1
Uy = Uqg Oy + Ug By = _5 (_y)2 Uq

1

3 1 9
Uyy = Z (_y) 2 Uy + Z (_y) Una -

Finalmente reemplazando en la ecuacién obtenemos

9 3 1 9 13
2

Zyuﬁﬂ - Z(_y) 2ua+1yuao¢+ 9

<

que se reduce a

>~ ©

Y (Upa + ugp) = 0.

Luego la forma candnica es
Uaa + Ups = 0.

Ejercicio 8.5.4  Considere la ecuacién hiperbdlica:

2
t4um + ;Ut = U, t>0.

a) Redizcala a su primera forma canénica.
b) Encuentre su solucién general.

c¢) Encuentre la solucién particular que verifica

tG
u(0,t) = 9 u.(0,t) = 1.
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Solucién. a) Tenemos
A=1, B=0, C = —t'y B*—4AC = 4t*.

Luego sus ecuaciones caracteristicas son

dx
— = +tf?
dt
y sus curvas caracteristicas son
t3
r = £
3
Asi el cambio de coordenadas es
N 3 t3
r =z - s =T — —.
3 3
Por lo tanto
szl; Tt:tz; r;v;vzo; r;vtzo; Ty = 2t
Sp = 1; S¢ = _tz; Sgx = 0; Spt = 0; St = —2t
y
Up = Up Ty + Ug Sy = Up+1 + ug+ 1 = up + uy,
Ugy = (urr + Urs) Ty + (urs + uss) “Sy = Upp + 2Upg + Uss
e = Up-Tp + Ugr S = Up-tD A ug - (—12) = 2 (u, — uy),
Ut — 2t(ur - us) + t4(urr - Urs) - t4(urs - uss)-

Reemplazando en la ecuacién obtenemos
—4t*u,, = 0,
y como t > 0, la forma candnica es
ups = 0.
b) En las coordenadas r, s, la solucién general es
u(r,s) = p(r) + q(s),
con p,q funciones dos veces derivables cualquieras.

Por lo tanto, en las coordenadas =z,t la solucién general es

3 3

u(r,t) = plr + g) + q(z — g),

con p,q funciones dos veces derivables cualquieras.
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c) La condicién u(0,t) = %, implica

y la condicién u,(0,t) = 1, implica

t3 t3
/ !
i ) =1

o bién, multiplicando por ¢
3 3

t t
t2p' (= g (—=) = t%.
P 3 ) + tq'( 3 )

Integrando esta ultima ecuacion con respecto a t obtenemos

t3 t3 t3
p(g) - Q(—g) =3 te

. 3 .
Entonces poniendo v = % , obtenemos el sistema,

cuya solucién es

1 1
p(v)zi[vz—l—v—i-c], q(—v)zi[ﬁ—v—c]
Por lo tanto, tenemos
Ly Ly
p(v):§[v +v+c],yq(v):§[v + v =,
lo que implica que nuestra solucion es
¢ t3
u(z,t) = plr + g) + q(z — g)
! (z + t3)2 + T+ £ + | +
= —|(x — x — c
2 3 3
1 ¢ ¢
5 (I‘ — 5)2 + r — g — C:|
3 t3

267
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Ejercicio 8.5.5 Reduzca a su forma candnica la ecuacién
LUy — 2x3uyy —u, =0 x>0,

y encuentre la solucion que satisface las condiciones iniciales

4
u(z,0) = (2* +1)*, wu,(z,0) = —=2?.

V2

Solucién. Tenemos
A=z, B=0, C=-22* = B?-4AC = 8",

y la ecuacion es hiperbélica.
Ecuaciones caracteristicas :

d 91/222
—y—ifx — 422,

dr 2x

Curvas caracteristicas :

Cambio de coordenadas :

U, = \/ix(ur—us)

uy = U, + Ug
Upe = \/i(ur - Us) + 2$2 (Urr - 2Urs + Uyy)
Uyy = Upp =+ QUTS + Ugs

y reemplazando en la ecuacién obtenemos
V21 (uy — tg) + 223 (tpy — 2tpg + 1yy) — 223 (Upr + 2ttps + Ugs) — V21 (up —ug) = 0.

Esta se reduce a
3
-8z u,s = 0,

y luego su forma canénica es
U, = 0.

La solucion general en la coordenadas r, s es entonces

u(r,s) = p(r) + q(s),
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con p, q funciones 2 veces derivables cualquiera.
Asi nuestra solucién general es

u(z,y) = ply+ ?wz) +q(y — 72962) :

con p, q funciones 2 veces derivables cualquiera.
Debemos tener

u(z,0) = p(—+-2°) +q(—5-2%) = (2> +1)%,

uy(z,0) = p'(?:{:z)ﬂLq'(—ﬁxz) = i:cj.

2 V2

Multiplicando esta tltima ecuacién por v/2z obtenemos

Viap (e + Vaag (- L2a?) — 42

2 2
e integrando
V2 V2
p(5-a*) — qg(—=-2%) = a*.
2 2
Tenemos entonces el sistema
p(Fe’) +a(—Fe?) = (@F +1)?
p(La?) — q(—%22?) = ot

cuya solucion es
V2 , V2 ,
—x —0
2 2

P = Sl + 1740, ol

V2

Por lo tanto si hacemos u = 7352, tenemos

plu) = %[(\/ﬁuﬂ)uzzﬁ], q(u) = %[(\/éu— 1)% — 2u?.

Luego nuestra solucién es

wog) = |Va+ L) 1P+ 2+ L) +
Val - Lat) 1 2y - Lty

) = Sl 17—,

269
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que se reduce a

2
u(r,y) = 1422 +2(y + gxz)z.

Ejercicio 8.5.6  Reduzca a su forma candnica la ecuacién

11
Upe — OUyy + Zuyy + z = 0.

Encuentre ademds su solucion general y la solucién particular que verifica

11 11
u(0,y) = sin(y), u(z,0) = T.O:E?’ + sin <?x> )

Solucién. Tenemos
11

7 B? — 4AC = 36 — 11 = 25,

)
y por lo tanto la ecuaciéon es hiperbdlica.
Las ecuaciones caracteristicas son

dy _ 1 dy _ 11

dx 2 y dx 2’

y las curvas caracteristicas son

1
y:—§$+01 y Yy = ——2x + C2.

Luego nuestro cambio de coordenadas es

11
r=9y+ -x, s:y—l—?x
Como X
Ty = 3, ry = 1
Sp = %, sy = 1
tenemos
Uy = UpTy + UsSy = §(ur + 1luy)
Uy = UpTy + UsSy = Up + Ug

1
Upy = Z(urr + 22up5 + 121ugy)

1
Uyy = §(UM + 12u,5 + 1lugy)

Uyy = Upp + 2Ups + Ugs.
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Reemplazando obtenemos
1
—25U,s + g(s —r) = 0.
Luego nuestra forma candnica es
Ups = —= (s — 7).

Integrando con respecto a s obtenemos

1 [s?
Up = 1—25<5 — TS) + h(r),

e integrando a continuacién con respecto a 7

u(r,s) = 315 <i27" - %) 4 /h(r)dr + G(s).

Luego nuestra solucién general en las coordenadas r, s es
1

u(r,s) = %rs(s —r) + H(r) + G(s),

y en las coordenadas x,y

1 1 11 1 11
u(z,y) = %x<y + §x> <y + Ex) + H<y + §x> + G(y + ?x> ,

donde H,G son funciones derivables arbitrarias. La condicién
u(0,y) = sin(y) = H(y) + G(y) = sin(y),

y

11 ) 11 1 11 i 11
u(z,0) = T.OLE + sin (;x) = H (51:) + G (;x) = sin (511:) .
Por lo tanto
G(zr) = sin(z), y H(z) = 0,

y la solucion particular es

1 1 11 ) 11
u(x,y):%x y+§x y—i—;x + sin y+?x.

Ejercicio 8.5.7 Reduzca a su forma candnica la ecuacion

—x 2 —2x
Upe + 2me Uy + 176

j— —T
Uyy = (x—1)e "u,.
Encuentre ademds su soluciéon general y la solucién particular que verifica

u(0,y) = 2y + 2, uy(0,y) =y + 1.
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Solucién. Tenemos
A=1, B=2x" C =2* = B> - 4AC =0,

y luego la ecuacion es parabdlica.
La ecuacién caracteristica es

dy .
— = xe
dr ’
y la curva caracteristica es
y=—(1+ z)e™ + c.

Consideramos el cambio de coordenadas

r=y+ (1 +2xe”, s=u=x.

Entonces
r, = —xe " ry = 1
Sy = 1 5y =0
Por lo tanto
Uy = —xz€ U, + ug
Uy = Uy
Upe = (x—1)e "u, + 2% up — 276 “Upy + Ug,
Upy — _xe_xurr + Ups
Uyy = Upp.

Reemplazando en la ecuacion obtenemos la forma candnica
Ugs = 0.
De esta forma la solucién general en las coordenadas r,s es
u(r,s) = sf(r) + g(r),
y en las coordenadas x,y es
wz,y) = of (y + (1 + 2)e™™) + gy + (1 + x)e™),

donde f, g son funciones dos veces derivables arbitrarias. Finalmente imponiendo
las condiciones obtenemos

2y + 2 = u(0,y) = gly + 1)
y+1 = u(0,y) = fly +1).
Esto implica
9ly) = 2y, fly) =y,

Luego nuestra solucién particular es

u(z,y) = (x + 2) (y + (1 + x)e”) )



Capitulo 9

Ecuacion de ondas unidimensional

9.1 Deduccién de la ecuacion de ondas

Suponemos que una cuerda flexible se tensa entre dos puntos del eje x, digamos
z =0y x =1[. La cuerda se deforma a una cierta curva v = f(x) en el plano zu
y luego se suelta.

Figura 39

Problema: Determinar la curva u(z,t) en que se deforma la cuerda en un in-
stante ¢t posterior.

Hipotesis Adicionales:

e La vibracién subsiguiente es transversal; es decir cada punto de la cuerda
tiene coordenada x constante; de modo que su coordenada u depende solo
de z y del tiempo. De esta forma el desplazamiento de la cuerda a partir
de su posicién de equilibrio viene dado por cierta funciéon w = u(z,t) y sus
derivadas:

@
ot
o
ot?

velocidad de la cuerda

aceleracién de la cuerda
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Consideremos el movimiento de un pequeno fragmento de cuerda de longitud
Az. Sila densidad de masa lineal es m = m(z), la masa de este fragmento
es mAx, y la segunda Ley de Newton dice que la fuerza transversal F' que
actuia sobre él es

0*u
F =mAr — - 9.1
ms 2t (0.)
Como la cuerda es flexible, la tensién 7' = T(x) en cualquier punto estd
dirigida a lo largo de la tangente y tiene componente igual a T sen (f) .

Figura 40

Suponemos que el movimiento de la cuerda se debe solo a la tension. Luego
F es la diferencia entre los valores de T sen (6) en los extremos del fragmento,
es decir, ' = A(T'sen (6)). As (9.1) queda de la forma:

A(Tsen () = m Az % . (9.2)

Si las vibraciones son relativamente pequenas, de modo que # es pequeno,

sen () es aproximadamente igual a tan(f) = 8_u Reemplazando esto en (9.2)
T

obtenemos: 5
U
NT—
20a) _ o (9.3)
A or '
y haciendo Az — 0
0 ou 0%u
~(T7=) = m—_. 4
8x< ax> " or (9:4)

Asumimos que m y T son constantes, obteniéndose

2 u _ Pu e
c 0z o con ¢ = -

que es la ecuacién de ondas unidimensional.
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Buscamos una solucién u(z,t) que satisfaga las condiciones de frontera
uw(0,t) = 0, wu(l,t) =0 (extremos fijos)

y las condiciones iniciales

ou
Observe que si g(z) = 0, entonces la cuerda estd en reposo al momento de
soltarla y su forma viene dada por el grafico de la funcién y = f(x).

De esta forma nuestro problema es:

Uy = % Upy 0<z <l t e Rt
u(z,0) = f(x) u(z,0) = g(x) 0<z<lI (9.5)
u(0,t) = wu(l,t) = 0 teRF

9.2 Formula de d’Alembert

Proposicion 9.2.1 Sean F,G : R — R funciones continuas por partes y dos veces
derivables. Entonces cualquier funcién de la forma

u(z,t) = a[F(r+ct) + F(r—ct)] + g /H:tG(T)dT

verifica la ecuacién
_ 2
Ut — C Ugy -

Demostracion. En efecto:

w = «a[F'(x+ct)-c— F'(x—ct) -c]—irg[G(x—l—ct)-c+G(x—ct)-c]

uy = ac?[F"(x+ct)+ F"(x —ct)] + ﬁc%[G’(x +ct) — G'(xz — ct)]

Uy = a[F’(x+ct)+F'(x—ct)]+§[G(x+ct)—G(x—ct)]

p

Uy = a[F"(x+ct)+ F'(x—ct)] + Z[G’(x +ct) — G'(z — ct)]

_ 2
Ut = C Ugy
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Proposicion 9.2.2 Sean F,G : R — R funciones continuas por partes y dos veces
derivables. Entonces cualquier funcién de la forma

u(z,t) = %[F(xﬂLct) + F(x — ct] —i—2i /ﬂﬂ C G(r)dr

c —ct

con F(z) = f(z) y G(z) = g(z), para 0 <z <1 verifica

Ust = Py
w(z,0) = f(x), u(z,0) =g(x) 0<x <L
Demostracion. En efecto, para 0 < x <[, se tiene
1
uw(z,0) = 5[F(1:)+F(1:)]+0:F(x):f(x)

wlw.0) = S[F(etel) e Fla—ect)dlf o +

%[G(J; +ect)-c+ Gz —ct) - c]/1=0

= 0+ 1[G() + ()] = Gla) = gl).

9.2.1 Funciones pares, impares y periodicas

Recordemos que una funcién F : R — R se dice impar (resp. par) si F(—z) =
—F(x) (resp. F(—z) = F(z)) para todo = € R.

Por otra parte F': R —+ R se dice periédica de periodo T', si T" es el menor
nimero positivo que verifica F'(r +7) = F(z) para todo z € R.

Observaciones 9.2.3 Los siguientes resultados son inmediatos.

1. Si F:R — R es una funcién derivable, entonces que F' sea impar (resp. par)
implica que F’ es par (resp. impar).

2. Para definir una funcion periédica de periodo 27", digamos F', basta definirla
en el intervalo [—T,T] y especificar que verifica F(x + 2T) = F(x), para
todo z € R

3. Suponga que F':R — R es periddica de periodo 27'. Entonces

F(—z) = —F(z) Yoxe[-T,T] = F esimpar,
F(—z) = F(z) VY2xe|[-T,T] = F espar.
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Definicién 9.2.4 Una funcion F : R — R se dice impar (resp. par) en k si la
funcion trasladada en k

F:R>R F(z)=F(x+k),

es impar (resp. par)

Luego F : R — R es impar (resp. par) en k si

F(-x+k)=—-F(x+k) (resp. F(—z+k)=F(z+k)) VreR

Observacién 9.2.5 Si F' es impar (resp. par ) y periédica de periodo 2, entonces
F también es impar (resp. par ) en /.

En efecto, en el caso impar

F(—z+!1) = F(—x+1-2]) = F(—z-1) = =F(x+1),

y en el caso par

Fl—x+1) = F(—z+1—-2l) = F(—z—1) = F(x+1).

9.2.2 Problema de ondas homogéneo con extremos fijos

Consideremos el problema (9.5). Teniendo en cuenta las proposiciones (9.2.1) y
(9.2.2), debemos considerar funciones F,G : R — R continuas por partes y dos
veces diferenciables, que verifiquen F(z) = f(z) y G(x) = g(x) para todo
0 <z <. El siguiente paso es imponer condiciones adicionales a estas funciones de
modo que si

u(z,t) = %[F(xﬂLct) + F(x —ct)] + QL/:E C G(r)dr,

c —ct

también se verifiquen las condiciones de frontera u(0,t) = w(l,t) = 0 para todo
t > 0.

Afirmacion. Esta condiciones se verifican si F' y G son funciones impares y
periodicas de periodo 2.
En efecto, en este caso

u(0.0) = S[F(et) + F-et)] + Qic/_cta(f)dr _ o,

u(l,t) = %[F(l—l—ct) + F(l—ct)] + QL/HCtG(T)dT

€ Ji—ct
1 1 ct

= i[F(l—l—ct) + F(—l—ct)] + % G(s+1l)ds = 0,
CJ_ct

ya que la funcién h(s) = G(s + 1) también es impar (h(—s) = G(—-s+1) =
G(=s=1) = =G(s+1) = —h(s)).
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Definicién 9.2.6 Dada h : [0,1]] — R continua por partes, se llama extensién
impar de periodo 2[, de h, a la funcion periodica de periodo 2l h; : R — R
definida por:
h(x) si 0<z<l
hi(x) =< 0 si t=0
—h(—z) si —l<z<0

De esta forma la funcion

1 x+ct
u(z,t) = §[fi(x+ct) + filr —ct)] + % /_t gi(T)dr

es solucion del problema de ondas homogéneo con fronteras fijas

Upp = Uy 0<z<IlteR"
u(z,0) = f(x) u(z,0) =g(r) 0<z<I
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0.

donde f; y g; son las extensiones impares de periodo 2/ de f y g respectivamente.

Ejemplo 9.2.7 Considere una cuerda de longitud m, fija por sus extremos, que
parte del resposo con un perfil inicial dado por la funcién f(z) = 2% Obtener la
forma de la cuerda en el instante ¢.

Nuestra ecuacién es

Uy = CP Uy 0<z<m, te R,
w(z,0) =z (z—7), w(z,00=0, 0<z<m,
u(0,t) =0, u(m,t) =0, t e R,

Entonces 1
u(z,t) = 3 [filz +ct) + filz — ct)]
donde f;(z) es la extensién impar de periodo 27 de f(x) = 2%, Es decir

—2? si —w<x<0
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filzx +27m) = fi(x).

Figura 41
Por ejemplo si c =1
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9.2.3 Problema de ondas homogéneo con extremos libres

Corresponde a la ecuacién

Uy = Uy, 0<z<l, teRF
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<l
uy(0,8) = wu,(l,t)=0 teR"

Como sabemos cualquier funcién de la forma

uw(z,t) = - [F(z+ct) + F(z —ct)] + %/ff C G(r)dr

r—ct

NN
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con

F(z) = f(z), G(z) = g(z), YOo<z<lI

es solucién de la ecuacién (9.6) y verifica las condiciones iniciales (9.7).
Observe que como

ws0,) = LIF(et) + F(—ct)] + 5 [Glet) — G(-et)]

si F' es impar y G es par, obtenemos u,(0,t) = 0.
Por otra parte como

1 1
uy(l,t) = 3 [F'(l4+ct) + F'(I —ct)] + % [G(l+ct) — G(l —ct)],
c
obtenemos u,(l,t) = 0, si ademdas F’ y G son periddicas de periodo 21.
Luego necesitamos F,G : R — R tales que

F/o0=f, G/0l]=y,
que las funciones F//[—[,l] y G/[—,]] sean pares, y que

Flx+2l) = F(r), Gx+2) = G(x), Yezek

Definicién 9.2.8 Dada h : [0,1]] — R continua por partes, se llama extensién
par de periodo 2[, de h, a la funcion periodica de periodo 21 h; : R — R definida
por:
h(z) si 0<z<l
hi(z) =
h(—z) si —l<x<0

hi(x +20) = hi(z) Yz eR.

De esta forma F'y G deben ser las extensiones pares de periodo 2] de f y g¢
respectivamente.

Asf la solucién de (9.6) que verifica las condiciones iniciales (9.7) y las condiciones
de frontera (9.8) es

1 x+ct
wart) = 5l + fhle—ct] + 5 [ a0,

donde f, y g, son las extensiones pares de periodo 2/ de f y g respectivamente.
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9.2.4 Problema de ondas homogéneo con extremos semi-
libres

Corresponde a la ecuacién

U = CPUyy 0<x<l t € RT
u(z,0) = f(x) u(z,0) =g(z) 0<z<lI
uw(0,t) = u,(l,t) =0 t € R"

Consideramos como antes una funcion del tipo

uw(z,t) = - [Flr+ect) + (x—ct)] + —/Hd G(t)dt ,

2c —ct

con F(z)= f(z) y G(z) =g(x), para todo 0 <z </.

Examinemos primero las condiciones iniciales. Debemos tener

w(0.0) = S[F(et) + F(—ct)] + %/t Gyt = 0.

Para que esto se cumpla es suficiente que las funciones F' y G sean impares.
También

UALQ::%WW+mw+mPU—dﬂ+-%ma+d)—(%Lqﬂ]:0.

Observe que esto se verifica si F'(I —ct) = —F'(I+ct) y G(l — ct) = G(I + ct).
Esto se logra si F” es impar en [ y G es par en [.
Luego debemos pedir que F' y G sean impares (en cero) y que sean pares en [.

Definicién 9.2.9 Dada h : [0,1]] — R continua por partes, se llama extensién
impar en 0 y par en [ de periodo 4/ de h, a la funcion periodica de periodo 4l
hi, : R = R definida por:

( h(2] — 1) <z <2
h(x) si 0<x<lI
hip(z) =< 0 si x=0
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Afirmacién 1.  h;, es impar.
Demostracién.  Claramente la funcién h;, es impar en [—[,[].
Sea x € [1, 21]. Entonces —z € [-2], -] y

hip(—x) = —h(2l —x) = —hy(x).
Similarmente si z € [-21, -1], tenemos —z € [1, 2], y
hip(—2) = B2l +2) = —hi(z).

Afirmaciéon 2.  h;, es par en [.
Demostracién.  Tenemos que demostrar que h;,(—z +1) = hi,(z +1).
Si z €10,1], entonces —z+1€[0,1]y z+1€]l, 21]. Luego

hip(—z+1) = h(—z+1), y  hyle+1l) = h(2l—xz—1) = h(l—=).

Por lo tanto h;,(—z +1) = hy(z+1) para 0 <z <.
Si z €[], 0], entonces —z+1€[l,2]]y x+1¢€ 0, 1. Luego

hip(—z+1) = h(2l—(—x+1)) = h(l+2z), vy  hpx+1) = h(z+1).

Ast hiy(—z +1) = hiyp(z +1) para — <z <0.
Para x € [1, 2], tenemos —x +1 € [-1, 0]y = — 3l € [-2 ], -1]. Entonces

hip(—x +1) = —h(z—1), ¥y

hip(x +1) = hip(x +1—41) = hyp(z —31) = —h(2+z—31) = h(z—1).

Luego hi,(—z +1) = hiy(z +1) para | <z < 2.
Finalmente si z € [-2 1, -1], entonces —x —3l € [-21,-l]y z+1 € [-1, 0]. Por lo
tanto

hip(—x+10) = hy(—x+1—4) = hy(—2x—3l) = —h(2l+(—2—-3l)) = —h(—z—1)

y  hipr+1) = —h(—z—1).

De esta forma también h;,(—z +1) = hy(r +1) para =2l <z < —[.

Luego F'y GG deben ser las extensiones impares en 0 y pares en [ de periodo 4/
de f y g respectivamente.

Asi la solucién del problema de ondas homogéneo con frontera semi-libre es

1 x+ct
u(:(;,t) = §[fip(x+0t) + fip(x_Ct)] + 2_C/t gip(T)dTa

donde f;, y gip son las extensiones impares en 0 y pares en [ de periodo 4/ de fy g
respectivamente.
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Ejemplo 9.2.10 Encuentre la solucién del problema de ondas

utt:C2U;v;va OSZ'S%, te Rt
u(z,0) = sen(x), w(r,0)=1, 0<z< B
um(O,t):u(g,t):(), t>0.
Tenemos
f(z) = sen(z), glx) =1,
y por lo tanto, la solucién es
1 x+ct
o) = 3 ilotet) + fulo—cl + o [ gulr)ir,
xz—ct

i
donde f,; y g,i, son las extensiones pares en 0 e impares en 5 de periodo 27 de las

funciones sen(z)/[0, g] y 1/]0, g], respectivamente.

Observacion 9.2.11  En el caso de fronteras fijas:

Uy = gy, 0<z<l, teR"
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<l
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,

encontramos la solucién

x+ct

uet) = 3l +e) + e + o [ g,

r—ct

donde f;, g; son las extensiones impares de periodo 2/ de f y g, respectivamente.
Los desarrollos en serie de Fourier de f; y g; son:

filz) ~ i b, sen <n_7lrx> con b, = % /Ol f(s)sen (?) ds
u=1

gi(z) ~ i B, sen <¢> con B, = 7 /l g(s) sen <$> ds.
u=1 0

Reemplazando las funciones f; y ¢;, por sus respectivas series de Fourier tenemos
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u(z,t) = %; by, [Sen (—(1:+ct)> + sen (T(:c—ct)>] +
+—C nio; B, /:J:t sen (?) dr
= ; b, cos (?t) sen nlﬂ> _

= nZ: b,, cos (?t) sen nlﬂ) +
% nio; B,, sen (?t sen (%x) .

Por lo tanto

w(z,t) = i [bn cos (?t) + B, sen (?t)] sen <nl—7rx> :

n=1

Cada término de esta serie puede considerarse como una onda estacionaria. Por
ejemplo:

Paran =1, [bl coS (?t) + Blsen (WTCt)] sen (?x)

. ™ . g, . .
es una onda senoidal (sen (727)) multiplicada por una amplitud que varia con el

tiempo.

Figura 42

. 27 . .
Para n = 2, tenemos una onda senoidal sen (71:) por una amplitud que varia con
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!
2

el tiempo. Aqui existe un nodo en x = — que nunca se mueve.

Figura 43

Para n = 3, tenemos dos nodos y la figura

Figura 44

- L. . nmw .
En general el n-ésimo término es una onda senoidal sen <7x> por una amplitud

que varia con el tiempo, con n — 1 nodos.

Asi la solucién u(z,t) puede interpretarse como la superposicién de infinidad de
ondas estacionarias.

También existen ondas viajeras asociadas con la ecuacion de ondas. Estas surgen
en forma natural de la solucién de d’Almbert de la ecuacion de onda para una cuerda
nfinita.

Problema: Resolver:

Upt = CP Uy z,t € RT
uw(z,0) = f(z) u(z,0)=g(x) zeRF

Claramente la solucién de d’Ambert es

w(z,t) = = |[flx+ct) — f(z —ct)] + zi/x ) g(T)dr.

c —ct

NN
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Por ejemplo, supongamos que
r+1 —-1<z<0
g(x) =0, yque f(x) = —r+1 0<z<1
0 lz| > 1.

Entonces u(z,t) es la suma de las ondas viajeras

%f(:(:—l—ct) y %f(l'_d)

Para t = 0 estan superpuestas

Figura 45

Cuando t aumenta, las dos ondas se separan entre si con velocidad 2c¢. Las
Figuras 46 y 47 corresponden a los casos t = % yt= %, respectivamente.

Figura 47

9.3 Ejercicios resueltos

Ejercicio 9.3.1  Una cuerda tensa de guitarra de longitud 4 estd fija en sus ex-
tremos. Con los dedos la desplazamos una pequena distancia 0.3 en el punto = = 3,
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la soltamos con velocidad g(x) = 2z y la cuerda comienza a vibrar. Encuentre
el desplazamiento vertical u(x,t) de cualquier punto z para cualquier instante t.
También calcule u(5,1) para ¢ = 2.

Soluciéon. La correspondiente ecuacion de ondas es

a2u 282u
52 = Cgmz O<z<4, t>0
0.1z 0<z<3
u(x,0) = flz) = {—0.31;—1—1.2 3<xr <4

u(z,0) = g(z) = 2z, 0<zx<A4

La solucién es

u(z,t) = %[F(x—i—ct)—i—F(x—ct)] + 2—C/i : G(r)dr,

donde F, G son las extenciones impares de periodo 8 de las funciones f, g respecti-
vamente.

Luego
—03z—-12 —4<r<-3

F(z) = ¢ 0.1z -3<x<3 F(z+8) = F(x),
—03xz+12 3<zr <4

y
G(r) = 2z, —-4<z<A4, Gz +8) = G(z).
Ahora si c =2
1 1 1 1 1[5+
u(5,1) = 5[F(5+§)+F(5—§)] + 1 - G(r)dr
1 1 1 1 [3+s
— Z[F(=3+=)4+F(-3—= - 9
R34 5) + F(-3 2)]+4/_3_% rdr
_ 1 P P S Lo 1o 1
= 2[0.1( &+Q 0.3-(-3 f 12]+4K3 Q @+2H

8 3 17

40 210
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Ejercicio 9.3.2  Encuentre la solucién de la ecuacién

9%u 9%u

2 a2

con las condiciones iniciales
uw(z,0) = 0, u(z,0) = 2°, 0<z<1,
y las condiciones de frontera
ur(0,t) = 0 = wu,(l,t) t>0,
y calcule  u(%,32).

Soluciéon. Sabemos que

wwt) = 5 e+t + fe—0) + 5 [ gnr.

—t

donde f,, g, son las extensiones pares de periodo 2 de las funciones f(z) = 0y
g(r) = 23, respectivamente.
Luego
_ -3 si —1<2<0
=0, gp(x)—{ SET. 0<z<1 Y gp(z+2) = gy(x) VzeR.
De esta forma
2 3 1 (%
%?:iu

SIS

(N

1 1
= / dr + 2/ dr + /6 °dr
2 1Jo 0
5\ 4 1\
= 2 = :
<6> e <6>]

|

Ejercicio 9.3.3  Encuentre la solucién de la ecuacién

Pu 10 _
ot? 90x2

con las condiciones iniciales

u(r,0) = =3

<z <
wy(z,0) = Qx} para 0 <z <2
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y las condiciones de frontera
u,(0,t) = 0 = wu(2,t) parat >0,

y calcule

Solucién. Tenemos

1 1 1 3 [otst
u(z,t) = i[F :(:+§t + F x—gt ] + 5] G(r)dr

con F G las extenciones par en x = 0 e impar en x = 2 de periodo 8 de las
funciones f(r) =123 y g(r) = 2z, respectivamente.
Por lo tanto

( —f(4+2) = —(4+2)3 si 4 <gxg< -2
B f(—z) = —z3 si —2<2<0
Fz) = f(z) = z® si 0<x<2
| —fd—=2z) = —(4—2)® i 2<zx<4
y
([ —g(4+2) = —2(4+1x) si —4<z<-=2
B g(—z) = —2x si —2<z<0
G(z) = % g(z = 2 si 0<zx<2
| —g9(d—2z) = —24-=x) si 2<zx<4
Finalmente
3 1 ) 1 3 [2
3] = = (F[= F|= — G(1)d
(39) =3 () =7 () # 2 o
1 5\° 1\* E
2( ( 2) + <2> ) + 2/1 TdT
_ L2 1y 309 1
2\ 8 8 2\4 4
_ 2%, 24
16 8 8
Ejercicio 9.3.4  Considere la ecuacién de ondas
0%u 0%u
— = — 1, t>0
ot2 Ox?’ O<z<l,

uw(z,0) = v+ Azx, w(z,0)=¢"
ur(0,8) = u(l,t) = A.

4
3

Calcule el valor de la solucién cuando z = $ y t = %
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Solucién. Haciendo un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = ar + B + v(z,t),

obtenemos
Pu_ FoFu P
o2 o2 ) oz o
Ademés
uz(0,t) = a + v,(0,t) = A = a = A,
w(l,t) = A+ 08 +v(lt) = A = [ =0.
Por lo tanto
u(et) = Av + vla,),

donde wv(z,t) satisface

o _ o
o2 02
v(z,0) = =, wv(z,0)=¢€"
u,(0,8) = u(l,t) = 0.
De esta forma
1 1 T+t
v(z,t) = §[F(x+t)+F(1:—t)] + 5/ G(r)dr
r—t

con F,G las extenciones par en x = 0 e impar en x = 1 de periodo 4 de las
funciones f(z) =z y g(x) = e, respectivamente.
Por lo tanto

(52) = )+ ()] - 1 oo

_ %{F(%)Jr}?(g)] 4 %/%IG(T)dT + %/160(7)%
Pero

—x -1 <z<0 e’ —1<z<0
F(z) = :((): 0§i<1 Glz) = e 0§i<1

r— 2 1<z <2 —et 2 1<z <2
Luego

11 1
P02 L (3) 23
6 6 6 6
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lo que implica

41 1 1 1 [&
I - = - md - - 2—Td
v<3,2> 3—|—2/%e7'+2/1 e T
_1+1(1 %>+1<% 1)_1 1%_|_1é
= 3 5 (¢ e 5 ¢ c) =3 5 € 5 €0
Finalmente
41 4 4 1 4 1 1 s 1 1
=] = =A -, =] = A+ - — —es + —eb.
“(3’2) 3 +”<3’2> sty Tt e
Ejercicio 9.3.5  Encuentre la solucién u(z,t) del problema
Uy = AUy, + sen(x), O<x<g,t>0
3 5 )
uw(z,0) = 1 + —z + —sen(z), wu(r,0) =z
2m 4
w(0,8) = 1, u(z,t) —9,
2
y calcule u (g,%)
Solucion. Hagamos un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = v(z,t) + H(x).
Entonces H(z) debe verificar
4H"(z) + sen(z) = 0 3 1
H0O0) =1 = H(z) =1+ —z + —sen(x).
s _ 2m 4
H(3) = 2

Entonces v(z,t) debe ser solucién de

Vi = 4vzm

v(x,0) = sen(x), wv(x,0) = 27

T
0,1) = (—,t)zo.
v(0, 1) v 5
Por lo tanto
1

[F(x+2t) + F(z —2t)] + Z/HZtG(T)dT,

DO —

vz, t) =

con F,G las extenciones impar de periodo 7 de las funciones f(z) = sen(z) y
g(z) = z? , respectivamente.
De esta forma
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Entonces

o) = G e o)+ [ o

Por lo tanto 3 .
™ T T T
“(2 3) 2 tors Ty

Ejercicio 9.3.6  Demuestre que cualquier problema no homogéneo de la forma

U — CUpy = A1) O0<z<l,teR"
uy(0,8) =0 ; u(l,t)=0
u(r,0) = f(r) ; wulx,0)=g(x).

se transforma en un problema homogéneo con un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = v(x,t)+ B(x).

Solucién. Considerando este cambio de funcién obtenemos

U = Uy
Upy = Upe + B(T).

Por lo tanto,
2 2 2 pn
U — C Uy = Uy — C Uy — " B"(x) = A(x),

Luego debemos tener
A(z) + B"(z) = 0.

Ademads como
u,(0,t) = v,(0,¢t) + B'(0), w(l,t) = v(l,t) + B(l),
para mantener las condiciones de frontera homogénea denemos tener

B'(0) = B(l) = 0.
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Luego debemos encontrar B que verifique:

B'(z) + 5A(x) = 0
B'(0) =0 ; B(l) =

|
o

Por lo tanto,

B(z) = é{/ol (/OUA(s)ds> du — /0 </OUA(s)ds> du] |

Ejercicio 9.3.7 Resuelva el problema

Uy = Uy + 1 — 2, 0521, 20
u,(0,8) = 0, wu(l,t) =0
w(z,0) = 2% — 22 — x + 5, w(z,0) =0

y calcule u (%, 7) .
Solucién  Ponemos u(z,t) = v(z,t) + B(x). Entonces

Uy = Vg,
n
Uy Vze + B" () .

Por lo tanto,
" 1 3 1 2
B (x):x—l:B(x)zéx — 5 +cxr+co.

Ahora,
0 = u,(0,t) = v.(0,%) + B'(0) = v.(0,¢) + ¢
Por lo tanto, tomamos ¢; = 0 y tenemos

1 1
0:u(1,t):v(1,t)+6—§+02.

Ahora tomamos

1 1 1
Co=—=— ==+
72 6 3
y obtenemos
1 1
t) =v(z,t — it 4
(z,t) v(:(:,)—|—6x 5% +3
Entonces
1 1 4 1 1 1
gx?’—ixz—x—l-g:U($70)20($70)+gx3_§x2+§

Luego v(z,0)=1—=x.

0 =wu(z,0) = v(2,0) = ve(x,0) =0.
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Asi nuestra ecuacién es:

Vit = Uz
v,(0,t) = v(1,¢) = 0
v(z,0) = 1—x, v(z,0) = 0.

Luego

o(ot) = @ +) + Flo—1)],

donde F' es la extension par de f en 0 e impar en 1 de periodo 4. Es decir

1+ =2 —2<zr<-1

) 1+ -1<z<0
Fla)=9 1_% 0<z<1
1—2x 1<z <2,

F(x+4)=F(z),Vr € R.

Finalmente
) =) o)

_ %-F<%+10> + F(%—5)]
= % :F<%—2> + F(%—l)]
5 17(5) +#(5)]
090y
= 3k-2)
= 0.

Luego

Ejercicio 9.3.8  Resuelva

Uy = Ugy + 1T
u(0,t) = u(m,0)=0
uw(z,0) = senz ; wux,0)=5sen(2x) — 3sen(5x).

usando un cambio del tipo: wu(z,t) = v(x,t)+ P3(x)t, donde P3(x) es un polinomio
ctibico.
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Solucién. Poniendo Ps(z) = Az® + Bx?> + Cx+ D y u(x,t) = v(x,t) + Ps(2)t,
obtenemos
Up = Uyt
Uy = Upy + t(6AT + 2B)
== Utt—tZ':’Utt—tZ'

. Entonces

Para que la ecuacién sea homogénea ponemos B=0y A= —é

1
P3($)2—61’3+C$+D,

y como
u(0,t) = v(0,t) + P3(0)t = v(0,¢) + Dt

u(m, t) = v(m, t) + Ps(m)t = v(m,t) + (%171'3 + Cm)t

para mantener las condiciones de frontera ponemos D=0y C = %71’2 .
De esta forma tenemos

1 1
Pg(l') = _6$3 + 671'237 .
Examinamos ahora las condiciones iniciales
sent = u(z,0) = v(z,0)
bsen(2z) — 3sen(5z) = wy(z,0) = v(x,0)+ P3(x) = v(x,0) — 32° + gz,

Luego
1
v(z,0) =senz y wv(x,0) = 5sen(2x) — 3sen(bzx) + gac(xz —7?).
Por lo tanto nuestro problema se reduce a:
Vit = Uz
v(0,t) = w(mt)=0
v(z,0) = senz ; w(x,0) =bsen(2z) — 3sen(5x) + tu(a? —7?).

Como sen(z),sen(2x),sen(bx) son impares y de periodo 27 y la funcién g(zx) =

tx(2® — %) es impar, si consideramos la funcién G definida por

Gz) = g(z),—rm<z<rm, Gl@+2r) = Gx) VzekR,

tenemos que

v(z,t) = %[sen(x +t) +sen(z —t)] + % /ff (5sen(27) — 3sen(57) + G(1))dr

r—t

= %[sen(:v +t) +sen(z —t)] — %[COS(2($ +t)) — cos(2(x —t))] +

%[cos(5(x +t)) — cos(b(x —t))] + % /:t G(r)dr.



296 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

Por lo tanto

u(z,t) = v(z,t) —tg(z)
= %[sen(m +t) +sen(x —t)] — 1740[005(2(1: +t)) — cos(2(x — t))] +

Ejercicio 9.3.9  Resuelva la ecuacién de ondas

Uy — dug, = 0, 0< <2, t>0
u,(0,) = u(2,t) =0, ¢t>0

w(z,0) = 2 — 2 wuz,0) = 2> + 1, 0<z<?2
y calcule u(%,%)

Solucién. Tenemos ¢ =2 y [ = 2. Consideremos las funciones
f@) =@ -2/ . g =6+

Entonces la soluciéon general es

02

u(z,t) = %[F(x + 2t) + F(x — ct)] + = /x c G(r)dr,

donde F,G son las extenciones pares en 0 e impares en 2 de las funciones f,g
respectivamente.
Por lo tanto

—fd+z) = —z—-2 si —4<z<-2
B f(=z) = —x—-2 =i —2<z<0
Fz) = f(z = -2 si 0<x<2
—fld—2z) = -2 si 2<zx<4
y
—g(d+z) = —(4+2)?*-1 si —4<zr<-2
_ g(—z) = a? +1 si —2<2<0
Glo) = g(z = 2 +1 si 0<x<2
—g(4—2z) = —(4—-2)*-1 =i 2<r<4
y

F(x +8) = F(x), Gz + 8) = G(z), VzeR.

Por otra parte

o(B) = 2R ()] L vt
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Pero
Fllen) = p(lq3) = ti3_9-3
2 B 2 2 B
1 1 1
Flz-11) = F(--3) = ——+3-2 ==
(-m) = r(5-2) =
y
2 ~10 z
/ G(r)dr = / G(r)dr + / G(r)dr
-5 -3 6
41 )
= / G(r)dr = / G(r) dr
041
3 3 ; 19
— 72 _ T Y
= /3(7' +1)dr = 3+T/_%— 5
Luego

L1 13 1] 119 43
“\22) T 21]2 T3 16 24

Ejercicio 9.3.10  Usando el método de D’Alembert resuelva

Uy = dug, + 2tx®, 0<z<3, t>0
u(0,t) = u,(3,t) =0, t>0
11 1

-~ RS S
uw(z,0) = 0  w(x,0) = 5T = 5% 0<zr<3
y calcule u (%, 3) .
Indicacién. Haga un cambio de funcién del tipo u(z,t) = v(z,t) + tA(z).

Solucién. Con el cambio sugerido tenemos

Uy = Uy y Mipy + 2t2° = dv,, + 4tA"(z) + 2t2*,

Luego debemos tener

1 1
A'(z) = —§x2 = Ax) = —ﬂx‘l + Bz + C.

Ademés
0 = u(0,t) = v(0,t) + tC = C =0, y

1 9
0 = uy(3,t) = v.(3,t) + t<—833 + B) — B =

297
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De esta forma el cambio de funcién es

W@ t) = v, t) + t <—ix + 9x> |

24 2
Por otra parte

v(z,0) = u(x,0)

ve(z,0) = u(x,0) + — z* gx

De esta forma nuestro problema es ahora

Utt :4Umm7 0<u §3 t>0

v(0,t) = v,(3,t) =0, t>0
v(z,0) = 0 w(z,0) =z, 0<z<3.
Asi

1 xr+2t
v(z,t) 1 / G(s)ds,

donde G es la extension impar en 0 y par en 3 de periodo 12 de la funcién x/
Por lo tanto

03]
—(6 + ) —6<x<—3
G(x) x -3<zr<3 G(r+12) = G(zr) VzeR.
6—=x 3<r<6
Finalmente

2 1 (=
/ G(s)ds / sds == 0,
_u 4 _ 1

lo que implica

Ejercicio 9.3.11  Resuelva el problema de ondas

ut = uy,, 0<x <2, t>0
uw(0,t) = u.(2,t) = 0
u(r,0) = fr:2, ut(z, 0)

y calcule u (12 31) .
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Solucién. Como ¢ = 3 y | = 2, la solucién es

[Flo+36) + Flz—30] + ¢ / G dr,

-3t

DO |

u(z,t) =

donde F,G son las extensiones impares en 0 y pares en 2 de periodo 8 de las

funciones
f) = a*/ y o ogle) = a+2/
0<z<2 0<z<2

respectivamente.
Por lo tanto

—(4+x)? —4<xr< =2 —6—x —4<xr< =2
—z? —2<x<0 z—2 —2<zx<0
F(z) = 22 0<z<2 Glr) = 242 0<z<2
(4 — x)? 2< <4 6 —x 2<zx<4
y
F(x+8) = F(z), Gz+8) = G(x) YxeR.
Por otra parte
13 31
F{—+3—=] = F(11) = F(3) = (4-3)* =1
4 12
13 31 1 1 1\ 1
F|l——3—=) = F|-4—=) =F|(4—=) = (4—-4+ - = -
(Fon) = () = rimg) = (ans) =5
y
11 0 3 1 11
G(T)d’i':/ (T—2)d7’+/ (r+2)dr = ———24+-+1 = ——
,% 1 0 8 8
Luego
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Capitulo 10

Método de Separacion de
Variables

10.1 Método

Consideremos los siguientes problemas:

i) Para 0<x<I,teR", laecuacién hiperbdlica

w(0,t) + hyu,(0,t) =0
Uy = Uy, donde ¢ >0 y u(l,t) + haug(l,t) =0
u(z,0) = fi(z) 5 u(z,0)
ii) Para 0<xz <I,t€R", laecuacién parabdlica
uw(0,t) + hyuy(0,t) =0
U = Ky, y u(l,t) + hou,(l,t) =0
u(z,0) = f(z)
iii) Para 0<z <a,0 <y <b, laecuaciéon eliptica
Upy + Uy = 0 y u(a,y) + hougy(a,y) = 0
u(z,0) = fi(z); u(z,b) =

fo(z) .

= fa(z) .

Ponemos u(z,t) = M(x) - N(t) en el caso hiperbdlico y parabdlico, y u(z,y) =

M(x) - M(y) en el caso eliptico.
Reemplazando en la ecuacién obtenemos, respectivamente:
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1 Nll t Mll
(t) = (z) en el caso hiperbdlico

 N(t) M (z)
1 N'(t M"
T N((t)) = M((;E)) en el caso parabdlico
—N”(y) M”(I‘) )
= en el caso eliptico .
N(y) M (z)

Como los dos miembros de estas expresiones dependen de variables diferentes,
ambas deben ser iguales a una constante: —A\ (constante de separacién), obtenién-
dose las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

M"(z) + AM(z) = 0 (en los tres casos)

N"(t) + CAN(t) = 0 en el caso hiperbdlico
N'(t) + kEAN() = 0 en el caso parabdlico
N"(y) — AN(y) = 0 en el caso eliptico.

Observacion 10.1.1 En principio, toda E.D.P. tal que el procedimiento anterior dé
lugar a E.D.O. en cada una de las variables, puede resolverse mediante separacion
de variables. En particular, todas las E.D.P. de segundo orden con coeficientes
constantes que no contienen derivadas cruzadas. Por ello, en el caso hiperbdlico se
utiliza la segunda forma canonica.

Veamos ahora las condiciones de frontera en z. Tenemos

w(0,8) + hyug(0,8) =0 => N(t)(M(0) + hy M'(0)) =0, VteR"
— M(0) + hy M'(0)=0.

Luego M(x) debe ser solucién de la E.D.O.

" _ M(O) + M M,(O) =0
M(@) + AM{z) =0y { M(a) + haM'(a) =0,
(llamado problema regular de Sturm-Liouville) donde o = [ en el caso
hiperbédlico y parabdlico, y @ = a en el caso eliptico.
Observe que la correspondiente ecuacién caracteristica es: k2 4+ = 0.

Observacion 10.1.2 Para poder aplicar separacion de variables, existen requisitos

que deben cumplir las condiciones de frontera y la region donde estd definida la
E.D.P.



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 303

i) Las condiciones de frontera deben poder definirse sobre variables independi-
entes en forma separada. Por ejemplo, si la region es el disco de radio a
centrado en el origen, su frontera en coordenadas cartesianas es 2°> +y?> =a.
Entonces las condiciones de frontera

u(r, y)/ﬁﬂﬂ:a? = f(x, y)/x2+y2:a2

no definen condiciones separadas.

Sin embargo, en coordenadas polares (r,0), la regién es r < a y las condi-
ciones de frontera

S0on Ccomo queremos.

ii) Las condiciones de frontera deben ser homogéneas. Esto se puede obviar con
un adecuado cambio de funcién.

Para la variable x tenemos el problema de Sturm-Liouville
M"(z) + AM(z) = 0
M) + hy M'(0)) = 0
M(a) + hy M'(a) = 0.
En general, existe un conjunto a lo mas numerable de valores de A (autovalores),
que denotaremos por A, ,n € N, asociado a cada uno de los cuales existe una
tnica solucién no idénticamente nula, M, (z) (autofuncién), salvo multiplicacién

por constante.
Tenemos asi para todo n € N

A=A, M) = M(x).

Para cada autovalor \,, n € N, resulta una ecuaciéon para N, . Suponiendo
A, > 0, n € N, las soluciones de estas ecuaciones son:

N,(t) = ap cos(cv/ Ay t) + bysen(cv/ A, t) (caso hiperbdlico)
Nu(t) = ape FAnt (caso parabdlico)
No(y) = aneV™ ¥ 4b,eVainy (caso eliptico).

Entonces, para cada n € N, u,, = M, - N,, verifica la E.D.P. junto a las condi-
ciones de frontera homogéneas. Para encontrar la solucion que verifica, ademas, las
condiciones que faltan, consideramos formalmente la serie

o0 o0
U = E Uy = g M, - N, ,
n=1 n=1

en las que determinamos las constantes a,,b, que aparecen en N, de modo que u
cumpla las condiciones requeridas.
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10.2 Problemas de Sturm-Liouville mas frecuentes

Proposiciéon 10.2.1 Para [ > 0 considere el problema

{ M"(z) + A\M(z) = 0
M) = M) = 0.

Entonces los correspondientes autovalores son A, = ”ifz y las autofunciones
M,(x) = sen (% x) , y estan definidas para todo nimero natural n > 1.
Demostraciéon. Si A < 0, la solucién general de
M"(z) + A\M(z) = 0
es
M(z) = c1eV " 4 cpe VA7,

La condicién M(0) = 0 implica c2 = —c1,y

M) =0 = ¢ |V MyeV M =0 = ¢ =0,

por lo que no hay autofunciones asociadas a A < 0.

Tampoco tenemos autofunciones para A = 0, ya que en ese caso la solucion
general es M(z) = ¢; + cox, y las condiciones de frontera implican ¢; = ¢; = 0.

Sea entonces A > 0. Ahora la solucién general es

M(z) = ¢ cos (\/X:(:) + ca2sen (ﬁx) ,

y la condicién M(0) = 0 implica ¢; = 0. Luego M(z) = cosen (\/X:(:) ,y la

condicién M(l) = 0 implica

02sen(\/Xl> -0 = VA = nmt, n =12 ...

n? 2
— A\ = o n=12...
2.2 .
De esta manera los autovalores son )\, = 27~ y las autofunciones M,(r) =

nm

; x) , y estan definidas para todo nimero natural n > 1.

sen (

Proposiciéon 10.2.2 Para [ > 0 considere el problema

M"(xz) + AM(z) = 0
M'(0) = M'(I) = 0.
Entonces los correspondientes autovalores son A, = ”if y las autofunciones

M,(x) = cos (% x) , y estan definidas para todo nimero natural n > 0.
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Demostracion. Veamos que no hay autofunciones asociadas a A < 0. En efecto,
en este caso la solucion general es

M(z) = eV " 4 cpe VAT,
y la condicién M'(0) = 0 implica ¢ = ¢;. Por otra parte
Ml =0 = clx/j[e‘/jl — e"/jl] =0 = ¢ =0,
lo que implica M(z) =0.
Sea entonces A > 0. Ahora la solucién general es

M(z) = ¢ cos (\/X:(:) + cosen (\/X:(:) ,

y la condicién M'(0) = 0 implica ¢ = 0. Luego M(z) = ¢ cos (ﬁx) , v la

condicién M'(l) = 0 implica

—cl\/Xsen(\/xo =0 = VAl =nm, n=12...

n? w2
== A = n =12 ...
l2 Y 9’ Y
22 .
De esta manera los autovalores son A, = "7~ y las autofunciones M, (z) =

nmw

; :17) , vy estan definidas para todo ntiimero natural n > 0.

COS (

Proposiciéon 10.2.3 Para | > 0 considere el problema

{ M"(z) + A\M(z) = 0
M(0) = M'(l) = o.

(2n+1)2 2

¥E] y las autofunciones

Entonces los correspondientes autovalores son A, =

M,(x) = sen <% :(:) , y estan definidas para todo nimero natural n > 0.

Demostracion.  Como en la demostracion de la Proposicion 10.2.1, es sencillo
verificar que no hay autofunciones asociadas a A < 0.
Sea entonces A > 0. Como la solucién general es

M(z) = ¢ cos (\/X:(:) + cosen (\/X:(:) ,

la condicién M(0) = 0 implica ¢; = 0. Luego M(z) = casen (\/X:(:) ,y la
condicién M'(l) = 0 implica

2 1
cz\/Xcos(\/Xl) =0 = VAl = n2+ ™, n=012...

(2n +1)% 72
412 7

fr— )\: n:0,172,...
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2 1 2.2 .
De esta manera los autovalores son A, = % y las autofunciones M, (z) =

sen (% x) , y estan definidas para todo nimero natural n > 0.

Proposiciéon 10.2.4 Para [ > 0 considere el problema

{AW@)+AM@): 0
M'(0) = M) = 0.

2.2
Entonces los correspondientes autovalores son A, = % y las autofunciones
M,(x) = cos (% x) , y estan definidas para todo nimero natural n > 0.

Ejemplo 10.2.5 Usando separacién de variables resolvamos la ecuacién de ondas

m = cuy,, O<z<l, teR
u(z,0) flx), w(z,0)=g(x), 0<z<l
u, (0,8) = w.(l,t) =0, t>0.

Ponemos wu(z,t) = M(x)- N(t) y obtenemos las ecuaciones

M"(z) + AM(z) = 0
N"(t) + AAN(t) = 0,

con —A constante de separacion.
Para que se cumplan las condiciones de frontera, M(z) debe ser solucién de

{ M"(xz) + AM(z) = 0
M(0) = M'(l) = 0.

De esta forma los autovalores son

y las autofunciones son
nw
M, (z) = cos(T z), n=0,12,...
Sustituyendo A por A, , en la ecuacién en t se obtiene paran =0,1,2,...
2,2

N +

A N,(t) = 0,

cuya solucién general es
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N,(t) = ¢, cos(nﬂc DTy

t) + d,sen( ), Vn=12....

Entonces para cada n =0,1,2,..., los productos
up(x,t) = My(x) - Ny(t)
son soluciones de

Upt = AUy,
u,(0,t) = wuy(l,t) = 0.

Consideremos la solucién formal

w(z,t) = Uy (7, 1)
n=0
1 oo
= —(co + dpt) + Z (Cn cos(nﬂct) + dnsen(nﬂct)> Cos(nlx)_
2 n=1 l
Debemos tener entonces
f(z) = u(z,0) = % + ;cncos(?x),
do = nmwe nm
g(x) = w(z,0) = 5 + ; d"T COS(T ),

para todo 0 <z <.

Sean f, y g, las extensiones pares de periodo 2/ de f y g respectivamente. En-
tonces ¢, es el n-ésimo coeficiente de Fourier de f,(x) y “7°d, es el n-ésimo
coeficiente de Fourier de g,(z).

De esta forma paran =0,1,2,...

9
Cn = - / f(s) cos(nls)ds,
A l
2

l
d, = /g(s) cos(nTﬂs)ds.
0

nmwc

Ejercicio 10.2.6  Probar que reemplazando estos valores en wu(z,t) se obtiene la
correspondiente solucion de d’Alambert.

10.3 Ejercicios resueltos

Ejercicio 10.3.1  Usando el método de separacion de variables encuentre la solucién
de la ecuacion

ou 0%u

ot orz
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con la condicién inicial
uw(z,0) = 1 para 0<z<m
y las condiciones de frontera
u,(0,t) = 0 = wu(m,t) para t>0.

Solucién. Pongamos u(z,t) = M(x)N(t). Reemplazando en la ecuacién, sepa-
rando variables e imponiendo las condiciones de frontera se obtienen las ecuaciones

{ M"(@) + AM(x) =0 vy 4 L AN = 0.

M'(0) = M(r) = 0

Entonces los correspondientes autovalores y autofunciones son

e = <%+n>2, M,(z) = cos(<%+n> x) |

para todo n > 0.
Reemplazando en la ecuacién para la variable ¢ obtenemos

1+ <%+n>2
v - )

Tenemos entonces la solucién formal

e = S0 U Ve (20))

n=0

N, (t) +

cuya solucién es

Imponiendo la condicién inicial tenemos

1 = u(z,0) = nzo::()ancos<<%+n> x) :

Por lo tanto

2/” 1 2 2 . 1 ™

a, = — cos —4+n|x)der = — sin —+n)x /

T Jo 2 ml+2n 2 0
1
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y la solucion buscada es

5y (“(?")2):05((1%) )

u(, ) = 1+2n° 2

SEFS

Ejercicio 10.3.2 Para a > 1 > 0, utilice el método de separacién de variables
para obtener una solucion de

0%u ou 0%u
bl 27~ = o — 0 [, t>0
o0 8t+u aax2 <z <, >0,
u(0,t) = wu(l,t) = 0,t>0
uw(z,0) = 1, w(z,0) =0, 0<z<l

Ponemos u(z,t) = M(z) N(t). Reemplazando:
M(z)N"(t) + 2M(x) N'(t) + M(z) N(t) = o> M"(z) N(¢t),
y separando variables

1 [N"(t)

N'(t) _ M'(z) _
2| ve T ve Y T M T

Luego tenemos las ecuaciones diferenciales ordinarias

M"(z) + AM(z) = 0
N"(t) + 2N'(t) + (L+Aa®)N(t) =

Las condiciones de frontera implican M(0) = M() = 0. Luego nuestro
problema de Sturm-Liouville es:

{ M"(z) + AM(z) = 0
M(0) = M) = o,

y los autovalores son A, = ”2l27r2 y las autofunciones son M, (z) = sen(*" ),y
estan definidas para n > 1.

Reemplazando en la otra ecuacion , obtenemos para cada n > 1,

n’mla?

N,’L’(t)+2N7g(t)+<1+ 2 )Nn(o)zo,

cuya ecuacion caracteristica es

2 2.2
k2+2k+<1+n7;20‘>:0.
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Como el discriminante de esta ecuacién es

(1T L

tenemos

Luego
Uy (z,t) = e [Cnsen (@ t) + d,, cos (@ t)] sen (nTW x) )

Consideremos ahora la solucién formal

u(z,t) = et i [cnsen (n7;_a t) + d, cos <n7lra t)] sen (nl_w x) .

Imponiendo las condiciones iniciales se obtiene

_ nr
1 = u(z,0) = nz::ldnsen< x) ,
y
0 = w(z,0) = ; [n7lracn — dn] sen (?m)
Luego,
Cn = : dn,
nmTa

y d, es el enésimo coeficiente de Fourier de la extensién impar de f(z) = 1 al
intervalo [-1, 1]. Por lo tanto

d, = %/Olsen (nTﬂs) ds
2

= - (-,
' 21
Cn = n2 12 o [1 - (_1)n]

Por lo tanto,

u(z,t) = ge_t i % (1 — (-1)") [ : sen (mlr_at)
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Ejercicio 10.3.3
lema

Usando el método de separacion de variables resuelva el prob-

U = Ugp — u, 0<z<m, t2>0
uy(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(z,0) = sin(z), 0<z<m.

Solucién. Pongamos u(z,t) = M(z)N(t). Reemplazando en la ecuacién, sepa-
rando variables e imponiendo las condiciones de frontera se obtienen las ecuaciones

{ M"(x) + A\M ()

M'(0) = M(m) _ 8 N'(t) + (1 +A)N(t) = 0.

Entonces los correspondientes autovalores y autofunciones son

= (Fen) s e = (L))

para todo n > 0. Reemplazando en la ecuacion para la variable ¢ obtenemos
1 2
1 —_
+ ( 5 + n)
1 2
- (1 + (5 + n) )t
Nn (t) = Qapt .

enemos entonces la solucién formal

W, t) = iane<l+(;+n>2)tcos<<l+n> x) |

N, (t) +

cuya solucion es

2

Imponiendo la condicién inicial tenemos

sin(z) = u(z,0) = nio%ancos <(%+n> x) |

%/Uﬂﬂsin(x) cos ((% +n> :(;) da W
G [ ()

Por lo tanto

Ay =

1
(3+2n) (1 — 2n)
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y la solucién buscada es

W, t) = ;i ! {(HGH?’) )tcos<<1+n> x) |

— (3+2n)(1-2n) 2

n

Ejercicio 10.3.4  Usando el método de separacién de variables resuelva el prob-
lema,

U — Upe +u =0, O0<x<m, t>0
u(0,t) = uy(m,t) =0, t>0
w(z,0) = z(r—2x), 0<zx<m.

Solucién. Pongamos u(z,t) = M(x)N(t). Reemplazando en la ecuacion, sepa-
rando variables e imponiendo las condiciones de frontera se obtienen las ecuaciones

N'(t)+ (14+A)N(t) =0.

M"(x)+AM(z) = 0
{ M) = M'(mr) =0

Entonces los correspondientes autovalores y autofunciones son

b= (b)) = s (L)),

para todo n > 0.
Reemplazando en la ecuacién para la variable ¢ obtenemos

1+ <%+n>2
N, () = ane<1+ GM))t

Tenemos entonces la solucién formal

N (t) +

cuya solucion es

1 2
00 - (1 + (5 + n) )t 1
w(z,t) = Zane sin <<§ + n) x) :
n=0
Imponiendo la condicién inicial tenemos

) = atr0) = Sansin (L0 ).

n=0
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Por lo tanto

_ ;/OW:(;(N—:(;) sin<<%+n>x>dm

2 [_zm —a) (

T 1+2n

Ly
- n
2

(14 2n)7 | 1+ 2n

)

1
2

4 -2 <<_

4 [ 2m(-1)n

x) /Z + 14—2271 /OF(W—QI) cos<<%+n> x) dx]
+)> [ /((}))4

(1+2n)r | 1+4+2n

4 [ 2m(-1)n

ez ((7+2)7) /]

(1+2n)r | 1+4+2n

B 8 4
(T4 2n)2r {(1 + 2n)

(1 —1—8271)2]

- ﬂ(—1)n] .

Luego la solucién buscada es

4

800
- E; 1+2n {

(1+2n)

o] CE iy
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Capitulo 11

Ecuacion del Calor

11.1 Deduccidon de la ecuacion del calor

Para establecer la ecuacion del calor unidimensional necesitaremos los siguientes
principios fisicos:

a) El calor se desplaza de las zona calientes a las frias.

b) El ritmo a que fluye el calor a través de un area es proporcional al drea y
al ritmo de cambio de temperatura respecto de la distancia en una direccién
perpendicular al area. El correspondiente factor de proporcionalidad £ es
llamado conductividad térmica de la sustancia.

¢) La cantidad de calor ganado o perdido por una cuerpo cuando su temperatura
cambia, es decir la variacién de energia térmica, es proporcional a la masa del
cuerpo y al cambio de temperatura. El factor de proporcionalidad ¢ se llama,
calor especifico de la sustancia.

Consideremos una varilla cilindrica delgada de area transversal A, cuya superficie
lateral estd aislada térmicamente.

—&J )

A

Figura 48

Delgada significa que tenemos temperatura uniforme en cualquier seccién transver-
sal del cilindro. Luego la temperatura w depende solo del tiempo y de la posicién
de dicha seccion; es decir

w = w(x,t).

Examinemos el ritmo de cambio del calor en una fina rodaja del cilindro entre las
posiciones x y x + Ax.
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—&J DED) )

z r + Ax

Figura 49

Si p es la densidad de la varilla, es decir su masa por unidad de volumen, la masa

de la rodaja es
Am = pAAz.

Si Aw es el cambio de temperatura en el punto z en un pequeno intervalo de tiempo
At, entonces por el principio ¢): la cantidad de calor almacenada en la rodaja
durante ese intervalo de tiempo es

AH = cAmAw = cpAAzAw,

lo que implica que el ritmo de almacenamiento de calor es

— = cpAAT——.

At - PEETA
Si suponemos que no se genera calor dentro de la rodaja por procesos quimicos
o eléctricos, por ejemplo, la rodaja gana calor solamente por medio del flujo que
penetra por sus caras. Esto implica, usando b), que el ritmo a que el calor fluye en
la rodaja por la cara izquierda es

ow
El signo se debe al principio a). En efecto, para que penetre calor por la cara
izquierda debemos tener que este decrezca con x (afuera debe estar més caliente
que adentro) y por lo tanto g—’;’ es negativo en x. De esta forma para tener un flujo
positivo por la cara izquierda debemos poner signo negativo. Por las misma razones,
el ritmo a que el calor fluye por la cara derecha es

ow
kA—
0:1: z+Azx
y el ritmo total del flujo es
ow ow
kA— — —kA—
0:1: r+Ax 8:[: T
Por lo tanto
ow ow ow
kA— — —kA— = AAr—
0:1: z+Az 81; T P . 8t
dw _ ow
k Oz r+Ax Oz T ow

cp Az oot
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y haciendo Az — 0 obtenemos la ecuacién parabdlica

11.1.1 Difusién en una barra finita aislada

Consideremos una barra de longitud [ y suponemos

El calor se distribuye uniformemente sobre cada secciéon transversal a lo largo
del tiempo.

No hay intercambio de calor con el exterior (aislada).

Temperatura nula en los extremos.

Distribucién inicial de temperatura dada por una funcién f(x) para0 < z <.

En términos matematicos

ur(z,t) = kug(z,t), 0<z<l, t>0
u(z,0) = f(z), 0<z<l (11.1)
u(0,t) = wu(l,t) =0, t>0.

Usando el métdo de separacion de variables, buscamos primero una solucién de
la forma

u(z,t) = M(z) - N(t)
Reeemplazando se obtiene:
M(x)N'(t) = kM"(z)N(¢)
Lo que implica,

1 N'(t M"
*) = (z) = —\ : constante de separacién .

k N(t) M (z)

Luego,
M"(x) +AM(x) = 0
N'(t) + AkN(t) = 0.
Condiciones de frontera = M (0) = M(l) =0.
Entonces para cada variable x tenemos la ecuacién :

{M”(J;)Jr)\M(x) — 0
M(0) = M(l) = 0
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2.2 .

cuyo autovalores son: A, = "7Z~,con n > 1 y cuyas autofunciones son M, (x) =

sen(™" x), para n > 1.

Luego, para la variable ¢, nos quedan las ecuaciones :

n?m?

N/ (t)+k e

N(t) = 0 paran>1,

cuya solucion general es:

en2n2
N,(t) = ane N tsen(#) Vn>1.

Counstruimos la solucién formal:

o0

> —kn2n? nmwT
u(z,t) = Up(T,t) = ane 2 'sen(—
() ; (1) ; (=)
y calcularemos las constantes a,, de modo que
u(z,0) = f(x) O0<z<l. (11.2)

Por lo tanto, debemos tener

f(z) = u(z,0) = Zansen(nlﬂ) ,

lo que implica
9 [l
a, = 7/ f(s)sen(?)ds Vn > 1.
0

Obtenemos entonces la solucién formal:

w(z,t) = i% (/Olf(s)sen($)ds)> o~ Sen("Ta). (113)

Proposicién 11.1.1 Si f es continua en [0,1] y f' es continua por partes en
[0,1], entonces (11.3) es solucion de (11.1) y ésta es unica.

Ejemplo 11.1.2 Obtener la distribucién de temperatura en una barra aislada de
longitud 7, aislada del exterior, cuyos extremos se mantienen constantemente con
temperatura cero, sabiendo que la distribucién inicial (¢ = 0) de temperatura esté
descrita por sen?(z) .

Formulacion matematica:

ur(z,t) = kg, O<z<m,t>0
u(r,0) = sen?(x) O<z<m
uw(0,t) = wu(mt) = 0.
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Para n > 1 tenemos los autovalores: )\, = n? y las autofunciones: M,(r) =
sen(nz). También para n > 1, tenemos N, (t) = a,e ** y la solucién formal

Z ane " 'sen(nx) .

Para calcular los a,, imponemos la condicién inicial

o0

sen’(r) = Z apsen(nx)

n=1
Luego se tiene:

a, = 2 [ sen®(s)sen(ns)ds
= L [77(1—cos(2s))sen(ns)ds
= I [Tsen(ns)ds— 5= [1 (sen((2+ n)s) +sen((2 — n)s))ds
y para n # 2

a, = ll(l - (_1)n) . % |:17c0;(£31+n)7r + lfcos2((72nfn)7r):|

(n2+42n—4)(1—(—1)")

o mn(n2—4)
0 sines par
- 2 42—4) o impar
nm(n2—4) par.

Por lo tanto, como también ay = 0,

_? on + 1
WZ 2n+1) 4n2—|—4n—3)e sen((2n + 1)e)

n=

es la solucién formal que es en realidad la solucién, ya que f(r) = sen?(x) cumple
las condiciones de la proposicion.

Ejemplo 11.1.3 Resolvamos

U = Upp + 2, O<z<1l,t>0
u(r,0) = 1 —2?%, 0<z<l1,
w(l,t) = 0,  t>0.

<
8
~—
‘.O

~
SN—

I
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Como la ecuacién no es homogénea hacemos el cambio de funcién
u(z,t) = v(z,t)+ h(x)

con h(z) a determinar de modo que la ecuacién en v sea del tipo que sabemos
resolver.

Tenemos
Vi = U = Upp 2 = Uy + A (2) + 2,
0 = u,(0,¢t) = v,(0,t) + A'(0),
0 = u(l,t) = v(l,t)+ h(1).
Luego necesitamos h"(x) = —2, h'(0) = 0y h(l) = 0.
Por lo tanto h(z) = —z?+1 y poniemdo u(z,t) = wv(z,t) +1 — z?, nuestro

problema se reduce a:

Vi = Ups, O<z<l1l,t>0,
v(z,0) = u(z,0)—1+2*> =z—2>—1+2> = z-1
v:(0,t) = w(l,t) = 0.
Poniendo v(z,t) = M(x)N(t) y separando variables obtenemos las ecuaciones
diferenciales ordinarias

{M”(x)—i-/\M(x) =0

M) =M1) = 0  NOFING =0

Luego para n > 0 tenemos los autovalores A, = $(1 + 2n)*r? y las autofunciones
My (z) = cos(5(1+ 2n)x). También para n > 0 tenemos

Na(t) = agetismese
Por lo tanto,

v(z,t) = Z ane 1(H2’ T COS(g(l +2n) ),
n=0

y como
= m
-1 = = —(142
T v(z,0) Zancos(2( +2n)x),
n=0
tenemos )
an = 2 [;(s—1)cos(5(1+2n)s)ds
_ _8 1
o w2 (142n)?
Asi
8 = 1 1 2.2 ™
_ 2 —2(14+2n)*7 ¢t o
v(x,t) = — z::() e 2n)26 i 003(2 (14 2n)z),
y

8 1
u(z,t) = 1—2* — — Z me%u””)%%cos(g(l +2n)1).
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Ejemplo 11.1.4 Resolvamos

ug(w,t) = kuge + cos?(z), O<z<m,t>0,
uw(z,0) = i+ Er— o
uw(0,t) = wuyu(m,t) = 0.

Hagamos el cambio de funcién w(z,t) = v(z,t) + h(x).

Reemplazando en la ecuaciéon obtenemos
ve(z,t) = u(w,t) = kge(w,t) + cos®(x) = k(vee(z,t) + h"(z)) + cos®(z).

Luego debemos tener

kh"(z) = —cos’(z) = h"(z) = %1 cos?(z) .

De las condiciones de frontera obtenemos

0 = w0,¢) = v(0,t)+h(0) = h(0) = 0
0 = wuy(mt) = v(m,t)+h'(mr) = h'(m) = 0.

Luego nuestra funcién es

—1 22 1
= —[=——-- 2 —r— —.
M) = gl —qeosol+ope— g
Ademas
-1, 1 1 22 1 m 1
— —r— — = 0) = 0) — == —- 2 —— —
w" ot e w0 = @0 sl gl T g
lo que implica
-1
v(z,0) = 8—kcos(2:(;)
Luego nuestra ecuacion para v es
vz, t) = kvg,, O<z<m,t>0,
v(z,0) = —g=cos(2x)
v(0,t) = wvu(mt) = 0.
Pongamos v(z,t) = M(x)- N(t). Reemplazando en la ecuacién y separando
variables obtenemos las ecuaciones
M"(z)+AM(z) = 0 , _
{ M(0) = M'(m) = 0. N'(t) + AEN(t) = 0.
Por lo tanto, para n > 0 tenemos loa autovalores A, = (% +n)? y las autofunciones

M,(z) = sen((3 + n)z). También para n >0

N, (t) = ane GH°4
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De esta forma

i 1 2 ]-
g oGk (L .
v(z,t) ;a e \2 sen((2 +n) )
con
2 [T 1 1
a, = ;/0 —8—kcos(23)sen((§+n)3)d8
- _ 1_ Wcos(2 )se ((14‘ ) )d
= Tor . s)sen 5 n)s)as
1 T
= g 0 sen((g+n)5)+sen((_g+n)8)d8
1 1 5 1 3
= 5= [g —i—n[l — cos((§ +n)m)]+ — %[1 —cos((—§ +n) )]
_ ! [ 2, 2 ]
~ 8kr(5+2n)  (2n—3)
1 1 1

_4k7r[(5+2n) o= 3)]‘

Por lo tanto,

oo

1 1 1 1,32 1
t — _ 7(*+n) kt -
v(@:1) ke ;[(5 o) Tl ¢ slg )
y
—1 .22 1 v 1
— O Zeos(2 L=
u(zx,t) 5% [ 5 1 cos(2x)] + 2kx ok

! 1 1 —(3+n)?kt
Y Z[(5 T+ on) + (on = 3)]6 G *gen((= 4+ n) ) .

n=0

11.2 Ejercicios resueltos

Ejercicio 11.2.1  Resuelva
ou 5 0?u

o~ “ox?
con la condicién inicial
u(z,0) = 3sen(x)cos?(r) —sen®(z) + 2sen(r) para 0<z <7

y las condiciones de frontera

uw(0,t) = 5 w(mt) = 10 para t>0.
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Solucién. Como las condiciones de frontera son no homogeneas, hacemos un
cambio de funcién del tipo

u(z,t) = v(z,t)+ Az + B.

Entonces nos resulta
Uy = Vg, Upr = Uga

5 = u(0,t) = v(0,t) +B = B =5y

10 = u(m,t) = v(m,t) + Ar+5 = A =

3| o

Ademas
5
3sen(z) cos?(r) — sen®(z) + 2sen(z) = u(z,0) = v(zx,0) +—+5
m
lo que implica

v(x,0) = 3sen(r)cos®(x) — sen®(x) + 2sen(z) — % -5.

Entonces nuestra ecuacién es
Ve = 2
v(x,0) = 3sen(x)cos®(z) — sen®(x) + 2sen(z) — % -5
v(0,t) = ov(mt) =0

Pongamos v(z,t) = M(z)N(t). Reemplazando en la ecuacién, separando variables
e imponiendo las condiciones de frontera se obtienen las ecuaciones

M"(x) + AM(z) = 0 ) B

{ M(0) = M(r) = 0 N'(t) + 2AN(t) =0.

Entonces los correspondientes autovalores y autofunciones son
A = n?, M,(z) = sen(nzx)),

para todo n > 1.
Reemplazando en la ecuacion para la variable ¢t obtenemos

N!(t) + 2n*N(t) = 0,

cuya solucién es
_ 2
N,(t) = ape™®"",

Tenemos entonces la solucién formal

o0
g ane” > tsen(nz) .

n=1
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Imponiendo la condicién inicial tenemos

5 oo
3sen(z) cos?(r) — sen®(z) + 2sen(r) — = — 5 = v(z,0) = Zansen(nx) :
T
n=1
Pero
3sen(x) cos®(r) —sen®(x) = isen(Qx) cos(x) — §sen(x)(1 — cos(2x))
3 1 1
= Z(sen(?)x) + sen(z)) — isen(x) + isen(x) cos(2x)
= sen(3z)
Luego tenemos
5 o0
sen(3z) + 2sen(zr) — —x — 5 = Z apsen(nx) ,
T n=1

lo que implica

5 o0
——1 —5 = (a1 — 2)sen(x) + azsen(2x) + (a3 — 1)sen(3x) + Z aysen(nx) .
7r
n=4
Ademsés
2 [ 5 —-10 (" x
z —“r—5 de = —— —+1 d
7T/0 ( —T )sen(nz)dx = ), (7r+ )sen(nx)dz
—10 | — ™ 1 [7
= — [ xcos(nx)/ +—/ Cos(n:(:)d:(:} +
T n o n.Jo
10 ™
%cos(nx)/0
10 10
= ()" 40 4+ —((=D)" — 1
Dy o+ Dy -y
2, .. 10
= By 0
™m ™m
10
= —(2(-1)"—1
a1y 1)
Luego
30 30
a1—2 = — — 0/1:2——
T 7r
5t
Ay = —
7r
10 10
a3—1 = — — a3:1——
T 7r
10
a, = —(2(-1)"—-1) para n>4
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De esta forma

30 5 10
v(r,t) = (2— =)e sen(z) + —e ¥sen(22) + (1 — —)e ¥sen(3z) +
T T T
i —O —1)" — 1)e~>"'sen (nz)
™ Y
n=4
y la solucion buscada es
5
u(z,t) = —x+5+
T
30 5t 10
(2 — —)e Hsen(x) + —e ¥sen(2z) + (1 — —)e ®'sen(3x) +
T 7r 7r

Z %(2(—1)” — 1)e 2"sen(na) .

n=4

Ejercicio 11.2.2  Determinar la temperatura u(z,t) de un conductor con cons-
tante £ =1 que verifica

u(z,0) = $2° + 1,
uz(0,t) = 0, wuy(l,t) = a.

Soluciéon. La ecuacién diferencial es
Up = Ugy .
Consideremos un cambio de funcién de la forma
u(z,t) = Ax* + Bt + v(x,t).
Entonces

’U,t(l',t) = B+ ’Ut(l',t),
ug(x,t) = 2Ax + v.(z,t),
Ugz (T, 1) = 2A + vge(x,t).

Reemplazando en la ecuacion diferencial obtenemos
B + vz, t) = 2A 4+ vg(z,t) = B = 2A.

Por otra parte
uz(0,t) = 0 = v,(0,t) = 0,

y como
a = u,(1,t) = 24 + v,(1,¢)
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A = =  u,(1,t) = 0.

a
2
Ademés

v(z,0) = u(z,0) — gﬂiz = gxz + 1 — gﬂ?z =1.

Por lo tanto “
u(z,t) = 5352 + at + v(xz,t),

con v(x,t) que verifica
U = Vg
v(z,0) =1
v,(0,8) = v,(1,¢) = 0.
Por separacién de variables, tomamos v(z,t) = F(z) G(t) y se obtiene
G'(t) _ F'(z)

G(t)  F(x) A

Luego debemos resolver
F'(z) + AF(z) =0
F'(0) = F(1) =0

que tiene autovalores \, = n? w2 y autofunciones F,(zr) = cos(nmz), para

n=0,1,...
La otra ecuacién es

2 2

Gi({t) + n®m?Gt) =0 = G,(t) = A, e™ ™"
Sea

o0
v(z,t) = Z A, e ™t cos(nmz) .
n=0

La condicién .
1 = v(z,0) = Z A, cos(nmz)
implica "
1 2 S1 n =
A, = 2/0 cos(nms) ds = { Lsen(mrs)/l G n0
_ { 2 si n=20
N 0 s n#0
Por lo tanto

y luego
a
u(z,t) = 2 + §$2 + at.
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Ejercicio 11.2.3  Resolver

U — Uy = ¢, 0<ax<m, t>0

u,(0,t) = u(m,t) =0, t>0
3_,3

u(x,()):x—i-ﬂ6$, O<zr<m

Solucién.  Si
u(z,t) = v(z,t) + A(x),

tenemos
n
Uy = V¢, 'y umm:vxa:+14(x)

Reemplazando en la ecuacion obtenemos
n
Vg — Uy — A'(z) = =z,

y por lo tanto debemos tener
23
Alx) = —z = Az) = 5 tar+ e

Pero

0 = u(0,8) = v,(0,8) + A(0) = A0) =0 = ¢ =0,

y
3
0 = u(m,t) = v(mt) + Alnr) = Ar) =0 = ¢ = %
Luego
z3 w3
t) = H - = 4 L
lo que implica
3 3 3_ .3 3 3
v(x,O):u(x,0)+%—%:x+7T 6x +%—%:x.

Luego v(z,t), debe ser solucién de

Vp = VUgpy, 0<z<m, t>0
v,(0,t) = v(m,t) = 0, t>0
v(z,0) =z, O<z<m

Sea v(xz,t) = M(x) N(t). Entonces tenemos

N M)
N T M) |
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y las ecuaciones diferenciales

{ M"(z) + AM{z) =0 oy 4 AN@E) = 0.

M'(0) = M(x) = 0

2n+1

5 )2 y la autofunciones son M, (z) =

Por lo tanto, los autovalores son A, = (
cos (22tLz) | para todo entero n > 0.
Luego la otra ecuacién es

2n+1

N, (t) + ( >2Nn(t) =0 = Ny(t) = ape (7"

Consideremos entonces la solucién formal
o0
2n+1)2 2n +1
v(x,t) = an, e_(T) " cos T .
) = > ()

Como para 0 < z < 7 debemos tener

- 2n + 1
r = v(z,0) = Zancos< n2—i— :1:),

n=0

2/’T <2n+1>
a, = — T COS T | dx
T Jo 2
2 2 2n + 1 ™ 2 /’T 2n + 1
= —|x sin / — sin x| dx
T 2n+1 2 0 2n+1 /g 2
2 2 . (2n+1 n 4 2n+1 /7r
= — in
T 21’ 5 ") T Cntr1z P\ T2 ")/
2 [ 2 " 4
— (—1)" —
T [2n+1 (2n + 1)2
Luego
4 & 1 2 2112 2n + 1
) = — 1" — —(3)
) = 23 (ot O - o os (2157
y por lo tanto
z? 3
) = —— + — +
u(z,t) G G
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Ejercicio 11.2.4  Una barra homogénea de 3 metros de longitud y difusibilidad
0.3, se saca de un horno de modo que la distribucién de temperatura de la barra es
4x + 5. Rapidamente se aisla su manto y sus extremos se mantienen a 5°C. Hallar
la distribucién de temperatura u(x, t) de la barra para cualquier instante t > 0 de
cualquier punto x de ella.

Solucién. Nuestra ecuacién es

Uy = 03Uz, O0<zx <3, t>0
u(0,t) = wu(3,t) =5, t>0
u(z,0) = 4z +5, 0<z<3

Haciendo el cambio u(z,t) = v(x,t) + A, obtenemos
Ut = V¢, Uzy = VUza,

5 = w(0,t) = v(0,t) + A5 = u(3,t) = v(3,t)+ A, y
4r+5 = u(z,0) = v(z,0)+ A.

Luego haciendo A = 5 nos queda el problema

Ut = 03v, O0<x<3, t>0
v(0,t) = ov(3,t) =0, t>0
v(z,0) = 4z, 0<xz<5
Ponemos entonces v(z,t) = M(z) - N(t), y separando variables obtenemos las

siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias

M(0) = M(3) = 0 N'(t) + 0.3 AN(t) = 0

{ M"(x) + AM(z) = 0

Por lo tanto los autovalores y autofunciones son, respectivamente

A\, = nr , M,(x) = sin(%x), n=123: -

Reemplazando el valor de A = A,, en la ecuacién en t obtenemos

n2m?

N, (t

N(@) =0,

cuya solucién general es

N,(t) = ape” "3
Asi tenemos la solucién formal
N _ak?, T
vz, t) = Zane 50 s1n(?:(:).

n=1
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Imponiendo la condicién inicial tenemos

dr = E ay, sin( —:(:

lo que implica

3
8 3s nm 9 nr 1°

= 3 —Ecos(—s) t s sm(?s) 0
24

= (1)
—(=1)

Luego
2 A (—1)" w222, . onm
t) = 30
v(z,t) an:; ——¢ sin(—x)

y nuestra solucién es

24 o (—1)" _n2g2
uw(z,t) =5 — —Z( ) e 30 tsin(n—ﬂx).



Capitulo 12

Ecuacion de Laplace

12.1 Funciones armonicas

Las ecuaciones elipticas aparecen cuando se estudian procesos estacionarios, es decir,
que no dependen del tiempo. Como sabemos, en el caso de ecuaciones lineales de
segundo orden definidas en una regiéon A del plano z,y son de la forma

Ay = A4(x7y)u:v + A5(x,y)uy + g(xvy)v

donde
AU = Upp + Uy,

es el operador Laplaciano aplicado a u.
Las maés frecuentes son:

Au = 0 ecuacion de Laplace,

Au = A(z,y) ecuacién de Poisson .

Consideraremos sélo problemas definidos en un cierto dominio A C R? con ciertas
condiciones de contorno dadas sobre su frontera JA. Pueden ser de tres tipos:

i) Condiciones de Dirichlet: —u/, = f.

.o o . . a_u _
ii) Condiciones de Neumann: %/ = f.
(g—z es la derivada segin la normal exterior a la frontera)

iii) Condiciones de Robin:  (u+h g_z)/aA = f,con,h €R.

Nos restrigiremos béasicamente a las del tipo i) para las ecuaciones de Laplace.
Las soluciones clasicas de la ecuacién de Laplace en un dominio A son las lla-
madas funciones arménicas.

Definicién 12.1.1 Una funcion v : A — R se dice armoénica en una region A
st u tiene derivadas parciales de sequndo orden continuas en A y verifica

Au=0.
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Estas funciones tienen una propiedad muy 1til: bajo condiciones bien generales
alcanzan su maximo y su minimo en la frontera de la regién. Més precisamnente:

Proposicién 12.1.2 ( Principio del Mdzimo) Sea u una funcién arménica en un
dominio bidimensional acotado A que es continua en A = A U ON Entonces u
alcanza su valor mdzrimo en OA .

Demostraciéon. Sean

M = valor maximo dew en OA y

M, = valor maximo dew en A.

Si My > M ; es decir, si el valor maximo de u en A no se alcanza en la frontera
OA | sea (xg,y9) € A un punto interior de A tal que

u(zo, o) = max u(r,y) = M.
(z,y)EA

Sea R > 0 tal que A esté contenida en la bola de centro (zg,1) y radio R,y
consideremos la funcién

My—-M

W[(ﬂf —20)” + (y — v0)’].

v(z,y) = u(r,y) +

Por lo tanto, v(xg,yo) = u(zo,y0) = Moy, y si (z,y) € A, entonces

My—M 1
v(z,y) < M+OT = §(M0+M) < M,.
Esto implica que v también alcanza su valor maximo en un punto interior de A .
Ademas,
My — M My — M
Vg + Vyy = Ugy + Uyy + 2 7 =2 7 > 0.

Ahora, como v posee un valor maximo en A, la correspondiente matriz Hessiana
debe ser negativa definida, es decir,

Ve <0y

Vpy Ugy > 0
)

Uy Uy

Por lo tanto
Vpp " Vyy >0 = 0y, <0 = vy +1,, <0,

lo cual es una contradiccién. Luego el valor méaximo de u tiene que alcanzarse en

OA .



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 333

Corolario 12.1.3 ( Principio del Minimo) Sea w wuna funcion armonica en un
dominio bidimensional acotado A que es continua en A. Entonces u alcanza su
valor minimo en OA .

Demostracion. Aplicar la proposicién anterior a —u .

Observacién 12.1.4 FEstos resultados son vdlidos para dimensiones mayores.

Consideremos el problema de Dirichlet
Au = 0

donde A C R? es un dominio acotado.

(12.1)

Proposicién 12.1.5 La solucion de (12.1), si existe, es unica.

Demostracién.  Sean wuy,us soluciones de (12.1). Por lo tanto,
Aul = A’LLQ =0
u/on = U2/yy = f.

Ahora como, u; y us son arménicas en A, también w = u; — us es armonica en
Ay w/(9A = 0. Por lo tanto w = 0 en A, ya que w alcanza su maximo y su
minimo en 0A. Esto implica que u; = us.

Proposicién 12.1.6 La solucion de (12.1), si existe, es estable.

Demostracion. Sean v; y vo armoénicas en A tales que

01/3A = h y Uz/aA = f2

Entonces w = v; — vy es armonica y w/aA = fi—fs.
Si consideramos la norma del supremo,
| f1 = fo ||[= max | fi(z,y) — folz,y) |,

z,y)EA

tenemos

max w(z,y) < ||f1 — f2|| (Principio del Mé&ximo)
(z,y)eA

min w(z,y) > —||fi — f2|| (Principio del Minimo).
(x,y)EA

Por lo tanto
| w(z,y) | < i = fol] V(z,y) €A,

lo que implica

| vi(z,y) —va(z,y) | < Ifi— foll Y(z,y) €A.
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Corolario 12.1.7 Sea (up)nen una sucesion de funciones armonicas en un do-
minio acotado A de R?, que son continuas en A, y sea (fn)nen sucesion de fun-

citones tales que:

tn/gy = fn-
Entonces, si f, — f uniformemente en OA, tenemos que uw, — u uniforme-
mente en A .
Demostracion. Como f, — f uniformemente en OA, entonces dado ¢ >

0,3N € N tal que si n,m > N, se tiene ||f, — fil| <e€.
Por lo tanto, ¥Yn,m > N tenemos que ||u, — u,,|| < €, lo cual implica que (uy,)nen

es de Cauchy y, por lo tanto, convergente.

12.2 Ecuacion de Laplace en el disco

Consideremos el problema

Au = 0<r<a, 0<0<2m,

07
u(av 9) = f(9) )

lim, o u(r,0) < oo.

Para poder usar separacion de variables, ocuparemos coordenadas polares. Sea

r=rcos(f), y=rsen(fd).

Entonces

r=+z2+y?, 0= arctan(g) ,
T

y tenemos las derivadas

= e VT e

O = s = 525
xz :v2+y2 ) Yy :v2+y2 ’
2 2
_ Yy _ x
r = Tyy =
T @)t Y @)

0 _ 2xy 0
e T (@24y2)2 0 Yy T (@24y2)?
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De esta forma

335

Ugry = Upr (T$)2 + 2ur6‘ Ty 91: + Ugg (9$)2 + Uy Tpp + Up 9$$
x? xy 2 n
= Upp 55— — 2Uppg ————5 T Upp 555
Tty T @)t @)
2
Y Ty
Uy +u ,
(22 + yz)% ’ (22 +?)?
Uy = U (1y)° + 2upg 1y 0 + gy (0,)° + wp 1y + g0,y
2 2
= u S + 22U —————— +u v +
e I e
x? xy
Uy —u ,
(22 + y2)2 ’ (z2 +y?)?
y luego
+ + T
Uu u Uu ——= U — U
Tx Yy rr 72 _|_y2 06 2 n y2 r

urr+_2u06‘+_ur-
r r

Asi el operador Laplaciano en coordenadas polares asume la forma

1

+ — Ugg -
r

Au = up + Ut

Ademaés debemos imponer las condiciones de periodicidad:

u(r,0) = u(r,2m),

Asi nuestro problema es:

ug(r,0) = wug(r,2m).

Au = 0; 0<r<a; 0<0<2m,
u(a,0) = f(0); lm,_o u(r,0) < oo,
uw(r,0) = wu(r,2m); 0<r<a,
up(r,0) = wy(r,2m); 0<r<a.

Sea u(r,0) = M(r) - N(6). Entonces debemos tener:

r2M"(r) +rM'(r) + AM(r)
N"(0) = AN(9).

0,

Como las condiciones de frontera en la variable r no son homogéneas, utilizamos
N(0) para definir el problema de autovalores. Se tiene:

u(r,0)
ug(r,0)

u(r, 2m)

— M(r)-[N(0) — N(2m)] =0
ugp(r,2m) = N'(0) = N'(2).

—  N(0) = N(27),
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Por lo tanto, N(#) debe ser solucién de autovalores:

N"(6) = AN(0),

N(0) = N(2n),
N'(0) = N'(2m),
cuyas soluciones son:
A%(g) - 1,
NTSI)(G) = cos(nd), A =-n* neN =NUO.
N2 (@) = sen(nf),

Observe que el autovalor nulo tiene asociada una autofunciéon, mientras que para los
restantes existen dos.
Reemplazando en la ecuacion diferencial para r, se obtiene:

M (r) +rM. (r) —n*M,(r) =0, ,Yn € N*. (12.2)
Para n = 0, la solucion es
My(r) = Co + Dy ln(r) .
Para n € N, la ecuacién (12.2) es una ecuacién de Euler cuya solucion es:
M,(r) = Cpr™ + Dyr™".
Entonces, cada uno de los productos:
Co+ Doln(r), (E,r"+ F,r")sen(nf), (C,r" + D,r~")cos(nf)

son soluciones de la E.D.P. que verifica las condiciones de periodicidad.
Como antes, construimos la solucion mediante una serie formal:

o0

1
u(r,0) = 500 + Dyln(r) + Z(Cn ™ 4+ D,r™") cos(nh)
n=1

o0

+ Z(E" r" 4+ F,r ")sen(nd), (12.3)
n=1

donde las constantes arbitrarias C,,, D, , F, , F, se determinan de las condiciones
de frontera:

1)0:: 0
lim, ou(r,f) <oco = D,= 0, neN,
F,= 0, neN.

f(0) =u(a,0) = % + i Cra™ cos(nf) + zoo: E,a"sen(no)

n=1 n=1



Ingenieria Civil, Universidad de Santiago de Chile 337

Luego,
Cy = % Ozﬂf(s)ds

C, = “= OZWf(s) cos(ns)ds = a "¢,
E, = “~ O%f(s)sen(ns)ds = a"d,
Se obtiene finalmente:
u(r,f) = = C() + Z ( ) [cn, cos(nb) + dpsen(nd)] . (12.4)

12.3 Convergencia de la Serie de Fourier: Ntcleo
de Poisson

Supongamos f(f) continua en [0, 27]. Si | f(6) |< %, entonces

[Col = |7 (8)d3|< k, vy
len | = |%f0 Jcos(ns)ds | < k, VneN
| d, | | L fo s)sen(ns)ds |< k, Vn € N.

Consideremos entomces la sucesién de funciones (u,(r,#)),en- definida por:

ug = % : up(r,0) = (g)n (¢, cos(nb) + dysen(nd)) .

Entonces para todo n € N* se tiene
r
| un(r,0) | < 2kpe"™ para 0< —<py<1.
a

Luego, por el Criterio de Convergencia de Weierstrass, la serie

Z Un(r,0)

converge unifirmemente y absolutamente en cualquier disco cerrado contenido en el
disco abierto de radio a. Por lo tanto, u(r,d) definida como en (12.4), estd bien
definida.

Por otra parte para todo n € N* |

ou,,
or

Esto implica que

n—1
n (f) (en cos(nf) + dysen(nf))| < 2k‘gpg_1.

a a
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converge absolutamente y uniformemente en todo disco cerrado contenido en el disco
abierto de radio a.

Lo mismo sucede con las series que se obtienen derivando dos veces, término a
término, con respecto a r y 6, respectivamente.

Luego, como cada u,(r,f) es arménica, tenemos que u(r,d) definida como en
(12.4), es armoénica en todo punto interior del disco de radio a.

Reemplazando los valores de Cl, ¢, d,, en (12.4) tenemos

10 = o [ ras+ 2 () ([ a6 eostnsyas ) coston
u(r, = 2, s)ds 72 G i s) cos(ns)ds | cos(n
NN 2m
+ ;; <E> ( i f(s)sen(ns)ds> sen(nf)
1 2m
- = d
= [ rsas
o= /r\n [T
+ — (—) f(s)[cos(ns) cos(nB) + sen(ns)sen(nh)]ds
T \a 0
2w S n
= 5 1+2§;Qﬁ cos(n(0 — )| f(s)ds
Pero
o0 n r n
1 2 _ 6 — = 1 - n(@—s) n(@—s)
a5 () w0 = 10 S (D) vy
_ 26(073)7, 267(073)7,
- + 1 — 26(0—5)1 1 — ZLe—(0—s)
a2 — g2
T @ 2ar cos(6 — s) + 2
Por lo tanto
1 2 a? — r?
0) = — ds .
u(r,9) 27r/0 a? — 2ar cos(0 — s) + r? J(s)ds
Observacién 12.3.1
1 [ a? —r?

ds = 1.

o Jy a2 — 2arcos(6 — s) + 12

=1, los coeficientes de Fourier son ¢y =2, ¢, =d, =0, lo que
=1, para 0 <r < a. Entonces

En efecto, si f(0)
r,0)

implica que u(r,

1 2T a2 _ ,',.2

u(r, ) — f(0) = (f(s)— f(0))ds.

o J,  a? — 2arcos(d — s) + 12
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Como f es continua en [0, 27|, lo es uniformemente. Luego, dado ¢ > 0, existe
d =0(e) >0 tal que

10 —=sll <6 = |lF(0) = f(s)l] <e.
Por otra parte, si ||# — s|| > 0, se tiene

2 .2
lim (a r)

=0.
r—a (a2 — 2ar cos(f — s) + r?)

Por lo tanto, existe o tal que, si 0 <7y <r <ay |0 —s| >J, entonces

@
€.
(a? — 2ar cos(f — s) + r?)
Luego para 0 < 7y < r < a tenemos
1 a? —r?
) —fO)| < — 0) — d
[ ulr6) = fO) | < 271 Jjg—s|>6 @* — 2ar cos(f) — s) + 12 [ 10) = fls) | ds
1 a? —r?

| £(0) = f(s) | ds

o 9—s|<s @2 — 2ar cos(0 — s) + 12

i[27r6 max | f(0)]] + ¢

<

- 27 9€[0,2]

= 142 0) |].
e[l+ X | f(0) 1]

Por lo tanto,

limu(r,0) = f(0).

r—a

Asi hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 12.3.2 Si f es continua en [0, 27|, existe una unica funcion armonica
u(r,0) que verifica u(a,0) = f(0) para todo 0 € [0,27]. Esta funcion es:

u(r,0) = L/OW a®—r* f(s)ds = (P, x f)(0),

27 a? — 2ar cos(0 — s) + r?

donde

1 a? — r?

21 a2 — 2ar cos(0) + r2

F(0) =

(nicleo de Poisson)

Ejemplo 12.3.3 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0<r<l1l; 0<0<2rm
uw(l,0) = 60, lim, o u(r,0) < oco.
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Solucién.  Entonces nuestra solucién es de la forma (12.4) con

1 2
Cy = — / sds = 2w,
T Jo
1 2T
Cn = — / scos(ns)ds = 0
T Jo
1 [ 2
d, = —/ ssen(ns)ds = ——.
T Jo n
Por lo tanto .
,rn
) =1 — 2 — 6).
uw(r,f) =« ; - sen(nf)
Ejemplo 12.3.4 Resuelva la ecuacién de Laplace
Au = 0; 0<r<l1l; 0<@0<2nm
u(1,0) = sen®(0), lim,_ u(r,0) < oco.
Solucién. Como 5 )
sen®(f) = 1 sen(f) — 1 sen(30) ,

comparando con (12.4) tenemos

Co=0; ¢, =0, VneN;

3
anO, VTLGN—{].,?)}, dlz—; d3

1
4 4
Por lo tanto,
3 1
u(r,0) = 1 rsen(f) — 1 7% sen(36) .

Ejemplo 12.3.5 Resuelva la ecuacién de Laplace

Au = 0; 1<r<3; 0<60<2rm
(1,0) = 0,
u(3,0) = cos(30) + sen(50) .

Solucién. Nuestra solucién formal es

1 o
u(r,0) = 500 + Dyln(r) + Z(Cn ™ 4+ D,r ") cos(nf)

n=1
%)

+ (E,r" 4+ F,r~")sen(nf).
=1

n
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Para calcular el valor de las constantes imponenmos las condiciones de frontera.

0 = u(l,0) = %C{) + Z(C’n + D,,) cos(nf)
n=1

o0

+ Y (B, + F,)sen(n),
n=1
implica
Co=0, D, =-C,, F,=-FE, Vn>1
Ademés

cos(30) +sen(50) = w(3,0) = Dyln(3) + 3 (3" — 37") C, cos(nb)

n
e¢]

+ 2(3” + 37") E, sen(nd),
n=1
1
DOZO, ngm, ano, V’I’L?é:;,
1
ES:W’ En:()a Vn#f)

Por lo tanto la solucién es

1
33 _ 3—3

1

u(r,0) = 35 _3-5

(r* — 773) cos(30) + (r® — r7°)sen(50) .

12.4 Ecuacién de Laplace en un Rectangulo

Au = 0;0<zr<a;0<y<b

u(0,y) = fi(y);ula,y) = f2(y) ;0 <y <b
u(r,0) = fi(z) su(z,b) = fa(z) ;0 <z <a.

Como en este problema ninguna de las condiciones de frontera es homogénea, des-
componemos en los siguientes dos problemas.

1. Condiciones de frontera homog’eneas en la variable x .

Au' = 0:0<z<a;0<y<b
u'(0,y) = 0=u(a,y);0<y<b
W(2,0) = fow)iul(5,0) = fi(#) ;0 <z < a.
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2. Condiciones de frontera homog’eneas en la variable y.

Aul = 0;0<z<a:0<y<b
u(0,y) = fily)su'(a,y) = foly) ;0 <y <b
u(2,0) = 0=u'l(z,b);0<z<a.

Cada uno se resuelve mediante separacién de variables y, obtenida la solucién en

ambos casos, la suma serd solucién de nuestro problema.
Problema 1 ul(z,y) = M(x) - N(y)
Obtenemos

M"(z) = —AM(x)
N"(y) —AN(y) = 0.

Imponiendo las condiciones de frontera para x, obtenemos el problema regular de
Sturm-Liouville

M"(z) = —AM(x)
M) = M(a) = 0
Por lo tanto,
2,2
M,(x) = sen(E x) A, = n 7; ,conn € N.
a
Sustituyendo,
n?m?
NJ(w) ~ (1) Nawo =0

cuyas soluciones son:
nm nm
No(y) =C, cosh(; y) + Dnsenh(j v).

entonces los productos u,(z,y) = M,(x)N,(y)conn € N, son soluciones de la E.D.P.
que verifica las condiciones de contorno en z .

Ponemos como siempre

ul (z,y) = ;un(;p, y) = nz: (C’n cosh(% y) + Dnsenh(% ?J)) Sen(% z).

=1

Para determinar C,yD,, ,conn € N, imponemos las condiciones de contorno en vy .
- nm
Ul(x', 0) = f3($) = Z} C’nsen(j x)
n—

2 a
—= C, = — / ﬁ(s)sen(w)ds’ = a(V
a Jo a
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I = nmb nmb nm
b) = - C,, cosh(X2) + D, senh (222 nr
u (z,b) = fu(z) ;( cosh( - ) + D, senh( - )> sen( ” x)
Luego,
nmb nmb 2 [ nws
C, cosh(—) + D,senh(—) = - —)d
cosh( " ) + D, senh( - ) a/o fa(s)sen( - )ds
= aglz)
De donde,
D at? — oV cosh(“22)
! senh (222)
Asi tenemos que,
oo (2) (1) nwb
s B L nwy, an’ — ap cosh(™X) nwx
u'(z,y) = nz; [agl)cosh( ” )+ sonh (222) -sen(T),
donde
ol — g/a Fals)sen (22 ds
" a J, a
2 [ nms
@ = Z —)ds.
a, a/o fa(s)sen( " )ds

Observacion 12.4.1 El problema 2 se resuelve de manera similar.

12.5 Ejercicios resueltos
Ejercicio 12.5.1 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0<r<l1l; 0<0<2rm
uw(l,0) = 0(0—2m), lim, o u(r,0) < oco.

Solucion. Nuestra solucién es de la forma

u(r,0) = = C() + Z [cn, cos(nB) + dypsen(nb)],

343
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con
1 2
Cy = ;/0 s(s —2m)ds = §7r2—47r,
1 2T
Cpn = —/ s(s — 2m) cos(ns) ds
T Jo
1 o 1 2
= - {s(s—27r) %/0 - E/o 2(5—7r)sen(n8)d8]
B 2 cos(ns) /27 1 [
= - [—(s—ﬂ) " /0 + E/o cos(ns)ds]
2 Isen(ns) 27| 4
T {“”771 /0] -2
2
d, = / s(s — 2m)sen(ns) ds
0

n 0 n

_ 2 [(S_W)M/% - %/OZW sen(ns)ds] = 0.

n 0

[—s(s—mr) cos(ns) T /0 " (s — ) cos(ns) ds}

Por lo tanto

4 — 7"
u(r,0) = §7r2—27r + 4 E 7“_2 cos(nd) .
n
n=1

Ejercicio 12.5.2 Resuelva la ecuacion de Laplace

Au = 0; 0<r<a; 0<0<3

) = f(0) = (0~ 3)sen(30),
u(r,0) = u(r,5)=0.

Solucion.  Observe que en este caso no tenemos las condiciones de periodicidad
de los ejercicios anteriores por lo que no podemos usar directamente la solucion
formal 12.3. Poniendo u(r,8) = M(r) N(6), obtenemos las ecuaciones

{ r2M"(r) + rM'(r) + AM(r) = 0 { N"(0) = AN ()

=0
lim, ,ou(r,0) =0 N(0) = N(3) =0

Por lo tanto las autofunciones y autovalores son para n > 1, respectivamente
N,(0) = sen(2n6), A\, = 4n’.
Reemplazando el valor de A = A,, en la ecuacién en r obtenemos

M (r) + rM.(r) — 4n*M,(r) = 0
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cuya solucién general es

Nuestra solucion formal es
= Z (an " + b7 2")sen(2n) .
n=1

Para que la solucién sea acotada cuando » — 0 debemos tener b, = 0 Vn > 1.
Luego

Z a, " sen(2nf)].

La condicién
o0

f(0) = u(a,0) = Z a, a®™ sen(2nd)
n=1
implica i
ana? = % /0 (6 %) sen(36) sen(2n6).

Como .

sen(360) sen(2nh) = 5 [cos((2n — 3)0) — cos((2n + 3)6),
tenemos

2 2 2

an a®" = - [/0 (6 — g) cos((2n — 3)0) df — /0 (60— %) cos((2n + 3)0) do
8(=1D)" m

T 4n?2 -9

Por lo tanto nuestra solucién es

= —% zo_o: n (—>2n sen(2n6) .

Ejercicio 12.5.3  Resolver el problema

Pu  0%u

w+8—y2:0’ O<z<m, O<y<m

bajo las condiciones

uz(0,y) = up(m,y) = u(z,7) =0,u(z,0) = x.
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Solucién.  Poniendo u(z,y) = M(z)N(y), y separando variables obtenemos las

ecuaciones
{ M"(z)+ AM(z) = 0

M’(O) = MI(T(') =0 Nl,(y) - )‘N(y) = 0.

Los correspondientes autovalores y autofunciones son entonces respectivamente
A\, =n?y M,(z) = cos(nz), n > 1.
De esta forma la ecuacién en y queda de la forma

Ni(y) =n*Na(y) =0, n=>1
cuya solucién general es
N,(z) = a, cosh(ny) + b,senh(ny) .

Luego nuestra solucién formal es

o0

u(x,y) = Z[an cosh(ny) + b,senh(ny)] cos(nz) .

n=1

Imponiendo las condiciones iniciales u(z,0) = z y u(z,7) = 0, tenemos

Mg

a, cos(nz)
n=1
y o0
0 = Z[an cosh(nm) + bpsenh(nm)| cos(nz) .
n=1

Por lo tanto

™

2 [T 2 1
a, = /0 zcos(nz)dr = ;-ﬁ((—l)”—l)

y
b= —a, cosh(n)
senh(n)
De esta forma
2 — 1 h
=7 —((=1)" = 1)[cosh(ny) - Zgzhizz)) senh(ny)] cos(nz) ,
o bien
2 1 h(n(r —
— — (= )sen (n(r = y)) cos(nx) .
T i=n senh(n)
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Ejercicio 12.5.4  Encuentre la solucién de la ecuacién de Laplace

AU=1Upp +uy, =0 0<z<m, 0<y<l,

Uz (0,

y) = ux(m,y) =0, 0<y <1,

u(z,0) = cos(z) —cos(3z), 0<axz<m,
u(z,1l) =cos(2z), 0<z<m.

Solucién.  Como tenemos las mismas condiciones de frontera homogénea en la
variable z, tenemos la solucién formal

u(x,y) = Z[an cosh(ny) + b,senh(ny)] cos(nz) .
n=1
Entonces .
cos(z) —cos(3z) = u(z,0) = Z a, cos(nx),
n=1
implica
ap =1,a3 = -1y a, =0 ¥YneN-{1,3}.
Ademsés
cos(2x) = wu(z,1) = Z la,, cosh(n) + b,senh(n)] cos(nz)
n=1

[cosh(1) + by senh(1)] cos(z) + basenh(2) cos(2x)

+ [— cosh(3) + b3 senh(3)] cos(3x) + Z b, senh(n) cos(nz),

implica
cosh(1) 1 cosh(3)
bp = ——=, by = — = b, =0 Vn>4
' senh(1)’ 7 senh(2)’ senh(3) Y "
Luego nuestra soluciéon es
(.9) = [cosh(y) — W Con()] cos(z) — senh(2y) cos(2z)
nny = Y senh(1) — v senh(2) ey v

+ [— cosh(3y) + 5

cosh(3)
enh(3)

senh(3y)] cos(3z) .

Ejercicio 12.5.5  Encuentre la solucién de la ecuacién de Laplace correspondien-

te a una regién exterior

Au
u(r,0)
ur(1,6)

u(r, 0)

= 0, r>1, 0<60<2rm
= u(r,2m), wuy(r,0) = wg(r,2m), r>1
= cos*(f) — %, 0<f<2r

permanece acotada cuando 1 — 00
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Solucién. Poniendo u(r,0) = M(r)- N () y separando variables obtenemos las
ecuaciones

N"(8) — AN(8) = 0

r2M"(r) + rM'(r) + AM(r) = 0 { N(O) = N(2r), N'(0) = N'(2r)

Por lo tanto las autofunciones y autovalores son, respectivamente

() = cos(nb) A = —n2, n=0,1,2,--
NP() = sen(nb)

Reemplazando el valor de A = A,, en la ecuacién en r obtenemos
M (r) + rM)(r) — n*M,(r) = 0
cuya solucién general es

My(r) = Co + Dgln(r), para n=0, y
M,(r) = Cyr" + Dyr ", para n>1.

De esta forma tenemos la solucién formal

1 oo
u(r,0) = 5(C’O + DolIn(r)) + Z(C’nr” + D,r~")cos(nf) +
n=1
Z(Enr” + F,r~")sen(nf).
n=1
Pero
DU - 07
lim u(r,f) < co = cC, = 0, n>1,
e E, = 0, n>1
Luego
C'o
u(r,0) = + ZD r~" cos(nf) + ZF r~"sen(nd) y
n=1 n=1
—ZnDnr’”’l cos(nf) — ZnFnr’”’lsen(nG).
n=1 n=1

Luego debemos tener
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Pero
3 1 3 1 3
cos*(#) — s = Z(l + cos(26))* — 3 = Z(l + 2 cos(26) + cos®(26)) — 3
1 1 1 3
= 173 cos(20) + §(1 + cos(46)) — S
1 1
= 3 cos(20) + g 0s(40) .
Luego
D1:0, —2D2:—, D3—0, —4D4——, Dn:(), TL>5,
y
F, =0, n>1
Entonces nuestra solucion es
(1.0) = 5Co— g *cos(26) — o cos(40)
u(r = —Cy— —r “cos — —1r “cos .
’ 27" 4 32
Ejercicio 12.5.6  Sea A una constante. Resolver la ecuacién de Laplace
Ugy + Uyy = 0 O<r<m,0<y<1
u(z,0) = Az, u(z,1)=A O<zr<m
w(0,y) =u(m,y)=Ay 0<y<l.
Soluciéon.  Para obtener condiciones de frontera homogénea en x, hacemos un

cambio de funcién de la forma
w(z,y) = Mz + Ny + v(z,y).

Entonces
Ay = u(0,y) = Ny + v(0,y) = N = A,

Ay = u(m,y) = Mm + Ay + v(myy) = M = 0.

Asi el cambio de funcidn es

Ademés
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Luego nuestro problema es

Vg + Vyy = 0 O<zr<m,0<y<l1
v(z,0) = Az, v(zr,1) =0 O<zr<m
v(0,y) = v(m,y) =0 0<y<l.

Poniendo v(z,y) = M(x)N(y), y separando variables obtenemos las ecuaciones

{ M) +AM() = 0 e

M(0) = M(m) =0

Los correspondientes autovalores y autofunciones son entonces respectivamente
A\, =n?y M,(z) =sen(nx), n > 1.
De esta forma la ecuacién en y queda de la forma

N/(y) = n*Na(y) =0, n=>1
cuya solucién general es
N, (x) = a, cosh(ny) + b,senh(ny) .

Luego nuestra solucién formal es

v(z,y) = Z[an cosh(ny) + b,senh(ny)]sen(nz) .
n=1
La condicién .
Az = v(z,0) = Zansen(n:ﬁ) :
n=1

implica

A ™
a, = —/ zsen(nz) dx
m

0

_ ? [_x Cosfzm) /: + % /0 " cos(nz) dm]

A

- 2y,
()

La otra condicién
0 = v(z,1) = Z[an cosh(n) + bysenh(n)]sen(nz),
n=1
implica
b = —a cosh(n) _ é(—l)"- cosh(n)
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De esta forma

o0

= —A Z cosh y) — SSEEEZ; senh(ny)]sen(nz),

o bien
n

B senh(n(1l — y))
= —A Z senh () sen(nz) .




